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LA FIGURE DE LA TERRE. 


Mémoires de l Académie royale des Sciences de Paris, année 1783; 1786 


Les mouvements du centre de gravité de la Terre autour du Soleil 
et de la Terre elle-méme autour de son centre de gravité ont été déter- 
minés avec beaucoup de précision, et, s’il reste quelque incertitude a 
cet égard, elle n’a pour objet que des inégalités périodiques dont la 
petitesse échappe aux observations, ou des inégalités séculaires que 
la suite des temps peut seule rendre sensibles; mais nous sommes 
bien loin de connaitre avec la méme exactitude la constitution du 
globe terrestre, c’est-a-dire sa figure, celle de ses couches et la loi 
suivant laquelle leur densité varie du centre 4 la surface. La nature 
oppose a nos recherches sur ce point des obstacles qu’il nous sera 
toujours impossible de surmonter : nous sommes ainsi réduits a tirer 
des phénoménes qui dépendent de la constitution de la Terre et que 
nous pouvons observer a sa surface, sinon les vrais éléments de la 
théorie physique de cette planéte, du moins les limites entre les- 
quelles ils sont compris. Ces recherches, intéressantes par elles- 
mémes, sont encore d’une grande utilité en Astronomie; les mou- 
vements du Soleil et de la Lune donnés par les Tables sont rapportés 
au centre de gravité de la Terre. C’est ce point que l’on regarde 
comme immobile dans la théorie de la Lune et d’ot: l’on suppose 


h 
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émaner la force principale qui retient cet astre dans son orbite; 
ainsi, pour comparer la théorie aux observations, il faut les réduire 
au centre de gravité de la Terre, ce qui suppose une connaissance 
au moins fort approchée de la longueur des rayons menés de ce point 
h sa surface. La Terre étant a tres peu pres sphérique, la variation 
des parallaxes, dépendante de sa figure, est inappréciable par rap- 
port au Soleil et aux planétes; mais elle est sensible relativement a 
la Lune : elle serait de plus de 20 secondes si l’aplatissement de la 
Terre était ;;;, comme plusieurs astronomes le supposent. Cette 
quantité n’est point 4 négliger et demande a étre déterminée avec 
soin, dans l’état actuel de l’Astronomie, ot les observations sont sus- 
ceptibles d’une grande précision, et dans un temps ot la théorie de 
la Lune est devenue si importante pour la Navigation et pour la Géo- 
graphie. Je me propose d’exposer dans ce Mémoire ce que les obser- 
vations et la théorie nous apprennent sur la constitution de la Terre 
et de déterminer aussi exactement qu’il est possible la figure que l’on 
doit supposer 4 cette planéte dans le calcul des principaux phéno- 
ménes qui en dépendent, tels que la variation de la pesanteur de 
’équateur aux poles, les parallaxes, les éclipses, la précession des 


équinoxes et la nutation de l’axe terrestre. 


1h 


Des mesures tres multipliées des degrés du méridien et des perpen- 
diculaires 4 la méridienne donneraient la loi des rayons osculateurs 
de la surface de la Terre et, par conséquent, la nature de cette sur- 
face; mais ce moyen est impraticable par la multiplicité des mesures 
qu’il exige : d’ailleurs, on n’aurait ainsi que les rayons osculateurs 
des continents et des iles, dont la surface n’est qu’une petite partie 
de celle du globe terrestre. Les observations seules ne peuvent donc 
pas nous conduire a la vraie figure de la Terre, et, pour y parvenir, il 
est nécessaire de les combiner avec le principe de la pesanteur uni- 


verselle. 
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La Terre étant recouverte en grande partie des eaux de la mer, les 
conditions de leur équilibre sont les données les plus générales que 
nous ayons sur la figure de cette planéte; or les géométres ont fait 
voir que, en lui supposant la figure d’un ellipsoide de révolution tres 
peu différent de la sphere, cet équilibre peut subsister en vertu de 
toutes les forces dont elle est animée; il suffit alors de la mesure de 
deux degrés pour déterminer la figure de la Terre, et c’est dans cette 
vue que les voyages célebres des astronomes francais, vers le pole et & 
Péquateur, ont été entrepris. A l’observation de la mesure des degrés 
ils ont joint observation non moins importante de la longueur du 
pendule & secondes. Des mesures semblables ont été faites avec un 
grand soin dans plusieurs parties du globe, et cela était indispensable 
pour vérifier l’hypothese de lellipticité de la Terre qui n’est une suite 
nécessaire de l’équilibre de la mer que dans le cas ot cette planete 
est homogene. La théorie elliptique offre encore un moyen de vérifier 
cette hypothese; car alors les lois de la variation de la pesanteur et de 
celle des degrés sont li¢es entre elles de maniére que, en ajoutant 
Vellipticité de la Terre au rapport de la variation totale de la pesan- 
teur a la pesanteur moyenne, la somme est égale a cing fois la moitié 
du rapport de la force centrifuge 4 la pesanteur, rapport qui, comme 
l’on sait, est 55. Voyons maintenant ce que l’observation nous a fail 


connaitre. 
We 


Parmi toutes les mesures des degrés du méridien, nous ne considé- 
rerons que celles qui ont été faites au Nord, en France, 4 l’équateur 
et au cap de Bonne-Espérance, et qui, par les soins et les noms des 
observateurs, méritent une entiére confiance. Ces mesures sont com- 
prises dans la Table suivante (Cosmographie de M. Uabbé Fersi, t. Il, 


07) 


Latitudes. Degrés mesurés. 

‘Onn toises 
Bauate tin’ cave eee scale cela os 0. 0 56753 
Cap de Bonne-Espérance....... 33.18 57037 
IMBINES ows abovooacooopcgnuador 4g.23 57074 


INORG Metre taeaatairctotc loleraiotet ete iehere ohay 66.20 57405 
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Supposons que les erreurs de ces mesures soient exprimées respecti- 
vement par les nombres de toises x, a’, x”, x”; si l'on nomme 4 la 
latitude et see Vellipticité de la Terre ou, ce qui revient au méme, 
la différence de ses axes, celui du pole étant pris pour l’unité, l’ex- 
pression générale en toises du degré du méridien sera, & trés peu 
pres, dans ’hypothése elliptique, 

56753 + 7+ y sin? 6. 


Si ’on compare la premiere des quatre mesures précédentes suc- 
cessivement avec la seconde, la troisiéme et la quatriéme, on aura les 
trois expressions suivantes de y : 


¥ = 942,19 + (a! — x) 3,3176, 
y = 557,09 + (2" — x)1,7355, 
¥ =977,24 + (@" — &) 71,1921. 


S’il n’y avait point d’erreur sensible dans les mesures, les grandes 
différences de ces trois valeurs de y indiqueraient évidemment que la 
Terre n’est point un ellipsoide de révolution; mais, avant que de 
rejeter cette figure, il faut examiner si les erreurs que l’on doit sup- 
poser aux observations sont au-dessus de celles que comportent ces 
observations, ce qui se réduit & déterminer le systéme des valeurs 
de x, x’, x, x”, qui, satisfaisant aux trois équations précédentes, 
donne, abstraction faite du signe, la plus petite valeur possible & 
Ja plus grande de ces quantités. C’est une question de minimis d’un 
genre particulier et dont la solution est utile dans toutes les cir- 
constances ot il s’agit de voir si les résultats d’une hypothese sont 
dans les limites des erreurs dont les observations sont susceptibles; 
on peut la résoudre par la méthode suivante. 

Les trois équations précédentes donnent, en retranchant la seconde 
successivement de la premiere et de la troisieme, 


o = 385,10 — #".1,7395 + a! .3,3176 — v.1,5821, 


O = 220,15 + w”,1,1921 — v”.1,9355 +-@.0,5434. 


Supposons d’abord que l’en n’ait entre un nombre quelconque 
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a” , ‘ , 7 m 7 ° ’ 
dindéterminées x, a’, w’, x", ... qu'une seule équation du premier 
degré que nous représenterons par celle-ci 


a=mae+-na'+po"+..., 


a étant positif. 

On aura le systeme des valeurs de x, 2’, x”, x”, ... qui donne, 
abstraction faite du signe, la plus petite valeur possible a la plus 
grande de ces quantités, en les supposant, au signe pres, toutes 
égales entre elles et au quotient de @ divisé par la somme des coef- 
ficients m, n, p, ... pris positivement; quant au signe que chaque 
quantité doit avoir, il doit étre le méme que celui du coefficient de 
cette quantité dans l’équation proposée. 

Si l’on a deux équations entre ces indéterminées, le systéme qui 
donnera la plus petite valeur possible a la plus grande sera tel que, 
abstraction faite du signe, toutes ces indéterminées seront égales 
entre elles, a l’exception d’une seule qui sera plus petite que les 
autres, ou du moins qui ne les surpassera pas. En supposant donc 
que x soit cette quantité, on la déterminera en fonction de a’, x’, .. 
au moyen de l’une des équations proposées; en substituant ensuite 
cette valeur de a dans l’autre équation, on en formera une entre 2’, 
aw”, .... Représentons-la par la suivante 


a=na'+ px"+..., 


a étant positif; on en tirera, comme ci-dessus, les valeurs de a’, 
x”, ... en. divisant a par la somme des coeflicients n, p, ... pris 
positivement et en donnant successivement au quotient les signes 
de n, p, ..-. Ces valeurs, substituées dans l’expression de x en 2’, 
a’, ..., donneront la valeur de x; et si cette valeur, abstraction faite 
du signe, n’est pas plus grande que celles de 2’, x”, ..., ce systeme 
de valeurs sera celui qu’il faut adopter; mais, si elle est plus grande, 
il faudra opérer successivement sur 2’, x”, ... comme on vient de le 
prescrire relativement a a, et l’on arrivera infailliblement au systeme 
cherché. Il est facile d’étendre cette méthode au cas ot l’on aurait 
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trois ou un plus grand nombre d’équations entre les indéterminées 2, 
bn a" 

ey Y 9g ee ee 

En l’appliquant aux équations précédentes, on trouve 


“2 g,toises, oh, 1 7 Htoises 57, 


ai 7 5toises, 59, Gp 7 te 57, 


d’ou l’on tire y = 684, 4; c’est la difference des deux degrés du 
pole et de ’équateur. Suivant cette valeur de y, les deux axes du pole 
et de l’équateur sont a tres peu prés dans le rapport de 249 4 250, et 
l’on est assuré que tout autre rapport donnerait dans quelques-unes 
des quatre mesures précédentes une erreur au-dessus de 75%. 

Une erreur de 75's + est peu -vraisemblable : il est moins vraisem- 
blable encore qu’elle se rencontre a la fois dans les trois mesures du 
Nord, de France et du cap de Bonne-Espérance; d’ailleurs, le cas qui 
ne donne que 75'°’*s< d’erreur étant une limite, il est infiniment peu 
probable. Enfin, on trouverait de plus grandes erreurs si l’on faisait 
usage des autres mesures des degrés terrestres; car, en adoptant les 
valeurs précédentes de a et de y, le degré correspondant a la latitude 
de 39° 12’, et calculé d’apres l’expression du degré terrestre 


56703 + 7+ y sin? 6, 


serait de 5702885, 55 : le degré mesuré a cette altitude en Pensyl- 
vanie a été trouvé de 56888 toises, moindre que le précédent de 
r4orses, 55, et il est visible que l’on ne peut diminuer cette erreur 
qu’en augmentant celles des autres mesures. 

De 1a nous pouvons conclure que l’hypothese d’une figure ellip- 
tique ne peut pas se concilier avec les observations de la mesure des 
degrés terrestres et que la Terre s’écarte sensiblement de cette figure; 
de plus, il est fort probable qu’elle n’est pas formée de deux parties 
semblables de chaque cété de l’équateur, car le degré mesuré au cap 
de Bonne-Espérance est presque égal au degré de Paris, quoique 
les latitudes de ces deux lieux soient différentes, et il surpasse de 
149"* le degré de Pensylvanie, qui cependant est plus voisin du 
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pole d’environ 6 degrés, ce qui semble indiquer que la Terre est 
plus aplatie vers le pole austral que vers le pdle boréal. On peut 
méme soupconner, d’apres ces mesures, que la Terre n’est pas un 
solide de réyolution; mais les erreurs dont elles sont susceptibles 
ne permettent pas de prononcer sur cet objet. 


LV. 


Les variations observées dans la longueur du pendule a secondes 
suivent une marche bien plus réguliere que les variations des degrés 
des méridiens; elles s’éloignent fort peu de la loi du carré du sinus 


if 


de Ja latitude, et la formule suivante les représente a * de ligne prés, 


c’est-a-dire avec toute l’exactitude qu’elles comportent : 
Longueur du pendule 4 secondes = 43glisnes, 30 + alisnes, 438 sin? 6. 


On peut facilement s’en convaincre par l’inspection de la Table sui- 
vante : 


Longueur 
ee 
observée caleulée 
du par Erreur 
pendule la formule de 
Latitude. & secondes. précédente. la formule. 
i) , lignes lignes lignes 
ist Ocean oes 439,21 439,30 0,09 
BGR EREL hens 439,30 439,37 0,07 
ina yfgos naan occ 439,47 439,54 0,07 
Do Lbs wh Mires aes 440,14 440,04 — 0,10 
LU AEY Se ee ORE 440,3 440,39 0,01 
INS) MONG cstean eo BOO OC 440,56 440,65 0,09 
PoRA ORAS Gini citar 440 ,67 440,68 0,01 
GREY Greets EOS SmaI 440,79 440,79 0,04 
DOR) Ohio ays ceticks 441,23 441,13 — 0,10 
OGS48R nos sateen 441,27 441,36 0,09 
Me 


La longueur moyenne du pendule a secondes est, suivant la for- 
mule précédente, de 440"'8"*s, 52, et la variation totale de la pesanteur 
est de alisnes, 438 : les longueurs du pendule ¢tant proportionnelles 
aux pesanteurs, le rapport de la variation totale de la pesanteur a la 


OEuvres de L. — XI. 2 
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2,438 & 3 
pesanteur moyenne sera Me ZOU 0,0055344. Nous avons observé 
d 


(art. IT) que, sila Terre est elliptique, le rapport précédent ajoute a 
5 


l’ellipticité de la Terre est égal a 389 ou a 0,0086505; en retranchant 


done 0,0055344 de ce dernier nombre, on aura 0,oo31161 pour l’el- 
lipticité de la Terre tirée de la variation de la pesanteur, ce qui donne 
les deux axes de la Terre dans le rapport de 320 a 321. Ce rapport 
differe trop de celui de 249 & 250 qui, par l’article II, approche le 
plus de satisfaire aux mesures des degrés, pour que cette différence 
puisse étre attribuée aux erreurs des observations; ainsi les deux 
moyens qui doivent servir a vérifier l’hypothese elliptique, savoir la 
mesure de plusieurs degrés et la variation observée de la pesanteur, se 
réunissent pour exclure cette hypothese; mais il est tres remarquable 
que, tandis que les variations des degrés s’écartent sensiblement de 
la loi du carré du sinus de la latitude, cette loi représente a tres peu 
pres les variations de la pesanteur. Ce phénomene est un des points 
les plus importants de la théorie de la Terre; en le combinant avec les 
conditions de l’équilibre de la mer, nous allons en voir naitre la loi 


‘ 


de la variation des rayons terrestres. 


Vie 


Pour cela, il est nécessaire de considérer la figure de la Terre avec 
la plus grande généralité, sans s’astreindre & aucune hypothése sur 
la figure et sur la densité de ses couches, en supposant uniquement 
qu'elle est peu différente d’une sphere et que le fluide qui la recouyre 
est en équilibre : c’est ainsi que j’ai envisagé la figure des planétes 
dans l’Ouvrage que j’ai publié sur cette matiere dans le Volume de 
nos Memovres pour l’année 1782 ('). J’y suis parvenu & des formules 
générales et simples sur les attractions des sphéroides quelconques 
peu différents de la sphere, et j’en ai tiré les lois de la variation des 
rayons et de la pesanteur 4 la surface qui résultent de l’équilibre du 


(1) OEueres de Laplace, T. X, p. 341. 
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fluide dont on les suppose recouvertes, quelles que soient d’ailleurs 
les forces qui l’animent : ces formules, appliquées a la Terre, donnent 
les résultats suivants. 

Soit 9 angle que forme un rayon quelconque d’une couche du sphe- 
roide terrestre avec l’axe de rotation; o l’angle que forme le plan qui 
passe par ces deux lignes avec un plan invariable passant par l’axe 
de rotation; soit a(1-+ ay) le rayon mené du centre de gravité de la 
Terre a la surface de cette couche, « étant un tres petit coefficient et y 
étant une fonction de wet de a; supposons que cette fonction soil 
mise sous la forme suivante 


yS=YOLYOLVAOLYO+..., 


yo, YY, Y°, ... étant des fonctions rationnelles et entiéres de pz, 
Vi — p2 cosa, V1 — pv? sino, d’un ordre égal a V’indice de ces fonc- 
tions, et qui soient telles que la fonction Y satisfasse, quel que soit z, 
a ’équation aux differences partielles 


(2) 2Y (i) 

dite payee Oe 
Op. Ow i+ 1) YO 
Op. 1— pe? ’ ‘ 


C= 


Soit enfin o la densité de la couche, p étant fonction de a, et nom- 
mons ao le rapport de la force centrifuge ala pesanteur; les conditions 
de l’équilibre donnent a la surface les équations suivantes : 


o= YO fpda—3 fpd(aY)—4¢ { pda’, 
o=Y fpda— fp d(atY)), 
o=V) fo dat—% fpd(aY)+49(p2—4) fp da’, 


Oe Yo fp is eat d(ait+3 Yt), 


2t+1 
les différentielles et les intégrales étant relatives a la variable a, et les 
intégrales étant prises depuis a@=o jusqu’a la valeur de @ a la sur- 
face, valeur que nous désignerons par l’unité. 
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La propriété du centre de gravité ou nous fixons l’origine des rayons 
donne les trois équations suivantes, en négligeant les quantités de 
Vordre a?, 

) Slit 00 dp.dwd[at(i+4ay)], 


o= ff fevi—e sinw du. dod[a‘(1+ 4ay)], 


les troisiemes différentielles étant relatives 4 la variable a, et les inté- 
grales étant prises depuis a= 0 jusqu’a a=1, depuis u=1 jusqu’a 
u == —1, et depuis o=0 jusqu’a o = 360°; ces trois équations donne- 
ront ainsi, en y substituant au lieu dey sa valeur YO + Y"+ Y° +..., 


= [ff ee dp. da d(atY® + ahY¥Y+atY@)+...), 
oe ialip Vi—pcosadpdad(atYO+atYo+abVY2+...), 
o= [ffevi=e sino dp dod(aby+ aby +aty?)+...). 


Pour exécuter ces intégrations, je vais rappeler ici un théoreme général 
que j’ai démontré dans l’Ouvrage cité. 

Si Y® et U sont deux fonctions rationnelles et entieres de wu, 
V1 — uv? cose et V1 — pv? sino, qui satisfont aux équations a différences 


partielles 
(¢) 2Y(%) 
0 [c: oe) a | — 
goat a ie Re mee te 
UH] ue 
afu—e) a Ow a ia: 
ine Op Pheer eee: 


on aura, lorsque les nombres z et v’ sont différents, 
o= f frou dp. de, 


les intégrales étant prises depuis »=1 jusqu’a u = —1, et depuis 
w= 0 jusqu’a o = 360°. 
I] suit de la que, vu, v1 — pw? cosa et V1 — wu? sino étant de la 


MEMOIRE SUR LA FIGURE DE LA TERRE. 13 


forme U, les trois équations précédentes deviennent 


o= ff fpdpdod(aY), 
o= ff foyi—e cosw dp.da d(atY")), 
o=fffeyvi-e sino dp.dad(atY)), 
Ces intégrales paraissent supposer la connaissance de Y“) dans l’in- 
térieur du sphéroide; mais on peut, au moyen des équations précé- 
dentes de l’équilibre, les ramener a ne dépendre que de la valeur 


de Y) a la surface extérieure; en effet, la seconde de ces équations 


donne j 
Jpdayn)= Yo f'p das, 


la valeur de Y", dans ce second membre, étant relative 4 la surface 
extérieure. On aura done 


o= ff Y" duds, 
oo) =f fYovi— we cosa dud, 
Oo Aya Vi— p sino duds. 
Y est de cette forme 
Hy+H’Vi—p?2coso + H’V/i— p? sino; 


en substituant cette valeur dans ces trois équations, on aura H = 0, 
H’= 0, H’= 0, partant Y"’=o. On voit ainsi que, si l’origine des 
rayons est au centre de gravité du sphéroide, le rayon 4 la surface 


extérieure sera 


rt a(Y¥+ Y®)+ Y@+.,.), 


et, comme «Y) est une constante, on pourra la supposer comprise 
dans la constante a que nous avons prise pour l’unité, ce qui donne a 
expression du rayon a la surface cette forme plus simple 


T+ a(Y?) + Y8%+ YO) +...). 
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Vil. 


L’équilibre permanent du globe terrestre peut nous éclairer encore 
sur la nature des rayons menés de son centre de gravité a sa surface. 
Si cette planéte ne tournait pas exactement, ou du moins a tres peu 
pres, autour d’un de ses trois axes principaux, il en résulterait, dans 
la position de son axe de rotation, des oscillations qui deviendraient 
sensibles par les changements de la hauteur du pole, et, comme les 
observations les plus précises n’en font apercevoir aucun, nous 
devons en conclure que, depuis longtemps, toutes les parties de la 
Terre, et principalement les parties fluides de sa surface, se sont dis- 
posées de maniere & rendre stable l’axe de laTerre, et par conséquent 
leur état d’équilibre. Il est en effet trés naturel de penser qu’aprés un 
grand nombre d’oscillations elles ont du se fixer 4 cet état, en vertu 
des résistances en tout genre qu’elles éprouvent; voyons maintenant 
la condition qui en résulte dans |’expression du rayon terrestre. 

Si lon nomme 2’, y’, z’ les coordonnées d’une molécule dM de la 
Terre, ses trois axes principaux étant ceux mémes des coordonnées 
dont nous fixons l’origine a son centre de gravité, on aura, par la pro- 
priété de ces axes, 


0 [ay gM, 20 | z's'dM, oO fii ci 
mais, a(1 + ay) étant le rayon d’une couche terrestre, on a 
z'=—a(i+ay)p, 
y'=alitay)V1— p cosa, 


zg’ =a(it+ay)V1— 2 sino. 


D’ailleurs 
dM =—1tpdudwd[a(1+ay)*]; 


on aura done 
o= fff pp vi— B cosa dp dw d[at(1+ 5ay)], 
o= ff fon vi— pw sinw dp do d[at(1+5ay)], 


o= ff feu p*) sinawadp.dad[a>(1+ day)], 


MEMOIRE SUR LA FIGURE DE LA TERRE. 15 


les derniéres différentielles étant relatives 2 la variable a, et les intée- 
grales étant prises depuis @ =o jusqu’a a =1, depuis u = 1 jusqu’a 
ta=— 1, et depuis o = 0 jusqu'a a = 360°. 

Les quantités 


vVi—picoss, pyVi—pesine, (1—p2)sines 


sont comprises dans la forme U®); en substituant donc au lieu de y sa 
valeur YO+ YO4 V+ ..., les trois équations précédentes se ré- 
duiront aux suivantes, en vertu du théoreme énoncé ci-dessus : 


o= ff fepvi-e cosw du.da d(a®Y)), 
a= ff fae Vi— we sino dp dw d(a®Y¥), 
o= fff pU—p)sinew dp de d(abY), 


On peut exécuter les intégrations relatives & la variable a au moyen 
des équations précédentes de l’équilibre, qui donnent 


fpad(aY®) =8Y fp da? + $9(p2—4) fp da’, 


Ja valeur de Y° du second membre de cette équation étant relative a 


la surface ; on aura ainsi 
o= f fYOpyi— we cosa dp. do, 
o= ffYOpyi— pe sinw du. do, 
) == fi) 32 (1— p?) sin2aodpdo. 
Ces équations sont indépendantes de la constitution intérieure de la 


Terre et se rapportent uniquement a sa surface. La valeur de Y°) est 


de cette forme 


H(p?— 1) + Wpyi— psino + H’pyi— pe? cosa 
+ H”(1—p?)sinzo+ HY (1— p?) cos20; 
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en la substituant dans les équations précédentes, on aura 
HS 6; HH Oy Hee, 
ce qui réduit Y° a cette forme 


H(p?— 4) + HY (1 — p?) cos2n. 


Telle est la condition qui résulte de la supposition que la Terre tourne 
autour d’un de ses axes principaux; mais les constantes H, H™ et les 
fonctions Y®, Y, ... restent indéterminées. Voyons ce que les autres 
phénomenes dépendants de la figure de la Terre nous apprennent sur 
leur nature. 


VIII. 


Jai fait voir, dans l’Ouvrage cité, que les trois expressions du rayon 
terrestre, de la longueur du pendule a secondes et du degré du méri- 
dien étaient liées entre elles de la maniere suivante. 

r+ a(Y?+ Ye4+ YO ...4+ YO+...) étant Vexpression du 
rayon mené du centre de gravité de la Terre a sa surface, si l’on 
nomme / la longueur du pendule a secondes, on aura 


I= L+ @aLlLY® + 2V@4+ 3Y+...4+(¢-1)YO+...] + Sab o(p?— 4), 


L étant une constante que l’on déterminera par l’observation. 

Si ’on nomme ensuite c le degré d’un cercle dont le rayon est ce 
que nous avons pris pour l’unité, l’expression générale du degré du 
méridien sera 


c— 6acY) —12a@cY®)—...—t(i+1)acYo—.,. 


+ 05 (HY O-+ BYO bb pV@eey2.) 


0? ‘ 
no (Y¥©) Se Y(3)e, at YO) 
aC ~ 


1— pe? 


Nous avons vu, dans l’article IV, que les observations sur la lon- 
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gueur du pendule a secondes donnent a tres peu prés 
= 43qlisnes, 30 +. glignes, 438 p? 
ou, ce qui revient au méme, 
d= Ahovenes, 113 + otenes, 438 (y2— 4), 


Kn comparant cette expression de / a la précédente, on voit : 1° que 
la quantité 

PING ROP Ea ie ee ee so ony 
est insensible relativement a la quantité 


aLY) + Fab o(p?— >), 


d’ou il suit qu’a plus forte raison, dans l’expression du rayon terrestre, 
la quantité 

a(Y@+V¥4%+...4+Y4+.,..) 
est insensible relativement au terme «Y®); 2° que l’on a a trés peu 


prés 
L = A4olisnes, 113, 


aLY®) + SaL @(p2— +4) = alisnes, 438(u2—1), 


ia 


sey Ct, par conséquent, -a9 = 0,0086505 ; 


L’observation donne ao = 
Y 289 


on aura done 
a Y') — — 0,003111(p?— 4), 
en sorte que le rayon du sphéroide terrestre est & trés peu pres 


I— 0,003111(p?— 3). 


Ce rayon est celui de l’ellipsoide de révolution, dans lequel les 
deux axes sont dans le rapport de 320 a 321; on peut ainsi calculer les 
variations des rayons terrestres et de la pesanteur, dans la supposi- 
tion ot la figure de la Terre serait celle d’un semblable ellipsoide. 

Les observations de la longueur du pendule répandent, comme l’on 
voit, un grand jour sur la nature des rayons terrestres : elles font voir 
non seulement que, dans la fonction Y® qui, par l'article précédent, 
se réduit 4 cette forme H(u? — +) + H"(1— pv?) cos2a, le coefti- 
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cient H® est tres petit relativement a H, mais encore que les termes 
Y®), Y, ... sont insensibles relativement a Y®, en les multipliant 


méme par leurs indices respectifs 3, 4, . 


IX. 


Si ces termes étaient nuls, la variation des degrés du méridien sul- 
vrait, comme celle de la pesanteur, la loi du carré du sinus de la lati- 
tude; mais, puisque cette loi ne peut (article IIL) se concilier avec les 
observations, il en faut conclure que les fonctions Y®, Y®, ..., qui 
sont insensibles dans les expressions du rayon terrestre et de la pesan- 
teur, ne sont cependant pas nulles, et qu’elles deviennent sensibles 
dans l’expression des degrés des méridiens. Cela peut avoir lieu d’une 
infinité de manieres; si l’on suppose, par exemple, que 


1+ aH (p?— 3) + aY 


soit l’expression du rayon terrestre, l’expression de la longueur / du 
pendule & secondes sera, par l’article précédent, 


l=L[1+ a(H + 30) (wW—4t) 4+ (@—1) a YY], 


et ’expression du degré du méridien sera 
oy!) 
(2) 2 
+} acH—3acH(p*— $)—i(i-+1)ae¥ + ao AE ) “nC Gio) = 
Es eo 


Nommons A le rapport du terme «Y®, qui écarte expression du 
rayon terrestre de la loi du carré du sinus de Ja latitude, au terme 
aH(u?2—;z); il est aisé de voir, par l’article précédent, que H+ 29 est 
a trés peu pres — 7H, et qu’ainsi le rapport du terme (¢ — 1)aLY” 
au terme aL(H + 39) (yu? — +), dans l’expression de la longueur du 
pendule, est a tres peu pres — + (¢-—-1)A. 


Le rapport du terme — i(¢+1)acY de l’expression du degré du 


méridien au terme — 3acH(w? — +) est See et il est possible, 


par la maniére dont la longitude o entre dans la fonction Y®, que la 
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quantité entiére 
az Y() 
are T(ei+y)acYO +4 nc OMB) —— eis shes 
Op. I— p? 
qui écarte la variation des degrés de la loi du carré du sinus de la lati- 
oa un plus grand rapport au terme — 3acH(u?— 4). 
Maintenant, si l’on suppose que les nombres A, —4(zc—1)A et 
i(t+1) F she ays 
——z— A expriment les rapports des quantités qui éloignent les ex- 
pressions du rayon, de la longueur du pendule et du degré du méri- 
dien de la loi du carré du sinus de la latitude, aux termes qui suivent 
cette loi dans ces expressions, il est visible que, pour rendre A et 
i(i-+1) 
3 
i égal ou plus grand que 6; car, en le supposant, par exemple, égal 


— +(¢ —1)A peu sensibles relativement a A, il suffit de prendre 


a 6, les trois nombres précédents deviendront A, — *2A, 14, c’est- 
a-dire que les variations des degrés s’écarteront environ cing fois plus 
de la loi du carré du sinus de la latitude que celles de la pesanteur, ce 
qui est plus que suffisant pour satisfaire aux observations. 

Il faudrait un grand nombre de mesures des degrés, faites avec 
beaucoup de précision, pour déterminer la nature des fonctions Y”, 
yer), ...; mais il nous suffit ici d’avoir expliqué pourquoi les varia- 
tions de la pesanteur suivent a trés peu pres la loi du carré du sinus 
de la latitude, tandis que les variations des degrés s’en écartent d’une 
maniere sensible : ce phénomene remarquable tient & ce que les 
termes de l’expression du rayon qui s’écartent de cette loi sont dif- 
férentiés une seule fois dans l’expression de la pesanteur et subis- 
sent deux différentiations dans l’expression du degré du méridien; et 
il arrive que ces termes, peu sensibles en eux-mémes et par une pre- 
miere différentiation, deviennent sensibles par une seconde différen- 
tiation. . 

Nous voila done conduits a ce résultat intéressant : savoir que, dans 
toutes les recherches ou l’on ne fait usage que des rayons terrestres et 


de leurs premieres différences, on peut, sans erreur sensible, supposer 
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que la Terre est un ellipsoide de révolution dont les axes sont dans le 
rapport de 320 4 321; que cette hypothése est fort approchée relative- 
ment aux rayons terrestres; qu’elle l’est un peu moins, relativement 
a leurs premieres differences; que cependant l’erreur est presque in- 
sensible; mais que leurs secondes differences s’écartent sensiblement 
de celles qui résultent de cette hypothése, et que c’est la raison pour 
laquelle les degrés du méridien, qui sont donnés par les secondes dif- | 
férences des rayons terrestres, s’éloignent de la loi du carré du sinus 
de la latitude. 


x 


La théorie des parallaxes ne dépend que des rayons terrestres et de 
leurs premieres différences; si on nomme v la hauteur d’un astre au- 
dessus de Vhorizon, s sa distance au centre de gravité de la Terre, 
1+ ay le rayon mené de ce centre a l’observateur, « étant un tres 
petit coefficient et y étant une fonction quelconque de la longitude et 
de la latitude; si l’on représente ensuite par y la parallaxe, et par dq 
élément de la courbe que forme l’intersection de la surface du sphe- 
roide terrestre par le vertical de l’astre, il est facile de s’assurer que, 
en négligeant les quantités de ordre ?, on aura 


OV x 
A 


: Lie 
Sin y = 5 Lay Ste eee 


dy étant la difference des valeurs de y correspondantes aux extré- 
mités de l’are dq. 
Si la parallaxe est horizontale, v = 0°, et, dans ce cas, 


Ne Co oe 
eg er 


iy == 
7 AY 


les parallaxes horizontales ne dépendent done que des rayons ter- 
restres; mais Jes autres parallaxes dépendent encore des premiéres 
differences de ces rayons. 

De la et de l’article précédent, il suit que l’on peut calculer, sans 
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erreur sensible, les éclipses et tous les phénomenes dépendants des 
parallaxes, dans la supposition ot la Terre est un ellipsoide de révo- 
lution dont les axes sont dans le rapport de 320 a 321; quant a la ma- 
niére de faire entrer l’ellipticité de la Terre dans le calcul de ces phe- 
nomenes, la méthode dont M. du Séjour a fait usage dans ses savants 
Mémoires sur les éclipses me parait étre la plus directe, la plus géné- 
rale et la plus simple que l’on puisse désirer. 


XI. 


Le phénomene le plus remarquable qui dépende de la figure et de 
la constitution de la Terre est celui de la précession des équinoxes et 
de la nutation de l’axe terrestre; il est d’autant plus important d’exa- 
miner comment il se lie avec les déterminations précédentes, qu’il 
est incompatible avec l’ellipticité = que l’on a supposée & la Terre, 
d’apres les mesures des degrés de France et du Nord. Dans son bel 
Ouvrage sur la précession des équinoxes, M. d’Alembert a observé 
que, quelques hypotheses que l’on fasse sur la densité des couches. 
terrestres supposées elliptiques, il est impossible de concilier l’ellip- 
ticité ;4, 4 la surface avec les quantités observées de la précession et 
de la nutation. Ce grand géométre n’a pas cru cependant devoir aban- 
donner l’hypothése de l’ellipticité de la Terre; mais il pense que, cette 
planéte étant recouverte en grande partie par la mer, ce fluide ne peut 
pas, a raison de sa mobilité, influer sur la précession et la nutation, 
et qu’ainsi, dans le calcul de ces phénoménes, on ne doit tenir compte 
que de l’action du Soleil et de la Lune sur le noyau solide que la mer 
recouvre. On peut former alors, sur l’aplatissement de ce noyau, une 
infinité d’hypothéses qui concilient les quantités observées de la pré- 
cession et de la nutation avec l’ellipticité =, a la surface de la mer; 
mais, ayant déterminé avec soin les oscillations de la mer et sa réac- 
tion sur le noyau terrestre, j’ai fait voir qu'il ne fallait pas la négliger 
dans la théorie de la précession et de la nutation, que les quantités de 
ces deux mouvements sont exactement les mémes que si la mer for- 
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mait une masse solide avec la Terre, et que cela est généralement 
vrai, quelles que soient la figure de la Terre et la loi de la profondeur 
de la mer. On voit ainsi que la difficulté élevée par M. d’Alembert 
contre l’ellipticité de la Terre subsiste en entier, et que, pour la 
résoudre, il faut nécessairement rejeter ’hypothese elliptique dans le 
calcul des degrés des méridiens, ce qui vient 4 l’appui de ce que nous 
avons dit sur cet objet dans l’article III. Voyons maintenant si l’ex- 


pression du rayon terrestre 


1— 0,003111(p?— 4) 4- aYO+aYH+..., 


qui, par l'article VUI, résulte des observations de la longueur du pen- 
dule, satisfait aux phénomenes de la précession et de la nutation. 
Sans se donner la peine de les calculer de nouveau, on peut aisément 
parvenir aux résultats que donne cette expression par les considéra- 
tions suivantes. 


XIf. 


Le mouvement de l’axe d’une planete autour de son centre de gra- 
“vite dépend, comme I|’on sait, des moments d’inertie de la planete par 
rapport aux plans de ses trois axes principaux et des moments des 
forces perturbatrices. Considérons d’abord les moments d’inertie de la 
planete par rapport aux plans de ses axes principaux. 
a(i+ ay) étant le rayon d’une couche de la planéte, l’expression 
dune molécule élémentaire sera 


— ;pdpdwad[a(i+ ay), 


la dernicre différentielle étant relative 4 la variable a. On aura les 
moments d’inertie de cette molécule par rapport aux plans de ses trois 
axes principaux en multipliant son expression par les carrés de ses 
distances 4 ces plans, c’est-a-dire par 


aia ay eed, aie ay)* (1 — p?) cos?w, a(n ay hr) sintws 


d’ou il est facile de conclure que les moments d’inertie de la planéte 


MEMOIRE SUR LA FIGURE DE LA TERRE. 23 
entiére sont, en négligeant les quantités de l’ordre ~?, 
—4 ff foprdudod[a(1+5ay)], 
—$ ff feli—p2) costa dy.do dlai(1+ 5ay)], 
—4t fff eu—p*) sin?w dp.du d[a’(1+ 5ay)]. 


Les quantités p?(1 — u?) cos’o, (1 — 2?) sin?a sont réductibles a des 
quantités de cette forme U + U®); il faut donc, par le théoréme de 
article VI, ne considérer dans y que les termes Y et Y®; mais le 
terme Y étant constant, il peut étre censé compris dans la con- 
stante a. Les moments précédents deviendront ainsi 


—4 ff few dpda dia’ (1+ 5a¥)], 
—4 ff fet — p?) costa dp.da dia’(1+ 52Y)], 
—t ff fou p) sinta dp do d[ a (1+ 5aY)]. 
On a, par l’article VI, 
4 fpd(a¥) = —[saq(pe— 3) + $a] f pda, 


la valeur de « Y du second membre de cette équation étant relative a 
la surface; cette valeur pour la Terre est, par l'article VIII, égale a 
— 0,003111(? — 5). En désignant donc par A la constante 


(0,005185 — dae) fp da}, 
on aura, pour les moments d’inertie de la Terre par rapport aux plans 
An 7 as 
pales 


Jnaes 


de ses axes principaux, 


AEA dai SE A. 


On peut facilement, au moyen de l’analyse précédente, déterminer 
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la nature des solides homogénes, dont tous les axes passant par leur 
centre de gravité sont des axes principaux de rotation; pour cela, 
soit R le rayon mené de ce centre & une molécule quelconque dM du 


solide; on aura 
dM =— R’? dR dp.do, 


d’ott il est aisé de conclure que les moments d’inertie du solide, rela- 
tivement aux plans de ses trois axes principaux, sont 


— [ff Ri dR p? dp do, 
23 sh fem dR (1 — p*) cos?w dp. do, 


; — ff fR dR(1— p?) sin?w dp do. 


Si l’on exécute les intégrations relatives 4 R et que l’on nomme RB’ le 
rayon R prolongé jusqu’a la surface, ces trois moments deviendront 


—4 ff Rp dpds, 
—4 ff R8(1— p?) cos? dp doy, 


—4 ff R81 —p?) sin?a dpdo. 


Maintenant, on sait que, si ces moments sont égaux entre eux, tous les 
axes du corps qui passent par son centre de gravité seront des axes 
principaux de rotation; or il est clair, par ce qui préceéde, que cette 
égalité aura lieu si la valeur de R’* peut étre mise sous cette forme 


R8=YORYOTYVORYOH..., 


c’est-a-dire si la fonction Y®) disparait de expression de R’*. Telle est 
done l’équation générale des sphéroides homogenes dont tous les axes 
passant par le centre de gravité sont des axes principaux de rotation, 
et l’on voit que la sphere n’est pas le seul solide qui jouisse de cette 
propriété. 
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XII. 


Considérons présentement les moments des forces perturbatrices. Si 
lon nomme S la masse d’un astre quelconque éloigné de la planéte; 
s la distance des centres de gravité de ces deux corps, que nous sup- 
poserons tres grande relativement 4 a; v l’angle que forme s avec l’axe 
des w, et ) langle que forme le plan de s et des x avec celui des & et 
des y. Si lon décompose ensuite l’action de S sur une molécule de la 
planete, parallélement aux trois axes des x, des y et des z, et que l’on 
en retranche les forces paralleles aux mémes axes qui sollicitent le 
centre de gravité de la planete, on aura les trois forces suivantes : 


a(i+ ay) =[(3 cos?y —1)p + 3 siny cosy /1 — p? cos(w — ¢)], 


a(it+ ay) e [(3 siny cosy cosy — V1 — p? cosa 
+ 3\/1— p? sin?v cosy cos(w — v)I, 
a(it ay) = [3p siny cosy sind — \/1— p? sino 
+ 3V/1— p? sin?v sin) cos(w — v)|. 
Pour avoir les moments de ces forces, il faut les multiplier par la 
masse de la molécule, qui est égale a 
—tpdpdad[a(1+ ay)>]. 


I] faut multiplier ensuite respectivement ces produits par les distances 
de chaque force aux plans qui lui sont paralléles. Ces distances sont 


a(itay)p, a(t+ay)V1— p? cosa, 
a(i+ay)V1— p? sino; 
les moments des forces seront par conséquent de cette forme 
Roe dpdwd[a’(1+ ay)*], 
R étant une fonction de 


Pp, VYi—p cose, VI—p’ sino, 
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comprise dans la forme U-+- U®). Il faut ainsi, par le théoreme de 
l'article V, ne considérer dans l’expression de y que le terme Y°); or 
ona, par l’article précédent, 


fpd(ab¥) =[$o(p?—4) +4Y°] fp da’, 


Y® dans le second membre de cette equation étant relatif a la sur- 
face; on réduira donc les moments précédents a ne dépendre que de 
cette valeur de Y® et des intégrales fe da® et fe da*, prises depuis 
a =o jusqu’a a=1. Ce résultat est conforme a celui auquel nous 
sommes parvenu dans l'article précédent sur les moments d’inertie; 
d’ou il suit que, relativement 4 la Terre, tous ces moments sont les 
mémes que ceux d'un ellipsoide de révolution, dans lequel les den-- 
sités des couches suivent la méme loi que les densités des couches 
terrestres, et dont le rayon de la surface extérieure est 


1— 0,003111 (yp? — 4). 


Ainsi les quantités de la précession et de la nutation doivent étre 
exactement les mémes que celles que l’on obtient en supposant a cette 
planete la figure d’un semblable ellipsoide. 


XIV. 


J'ai déterminé ailleurs, dans cette hypothese, les phénomenes de la 
précession et de ia nutation [Mémoires de l’ Académie, année 1776, 
p. 250 et suiv. (')], et je suis parvenu aux résultats suivants. 

Si ’on nomme gq l’ellipticité de la Terre 4 sa surface extérieure et 


que l’on suppose : 
(2q-—- ap) f oa da 


b) 


R= - 
i oa‘da 


si, de plus, on nomme S la masse du Soleil; s sa moyenne distance & 
la Terre; L la masse de la Lune; et / sa moyenne distance a la Terre. 
Si l’on prend ensuite pour unité de temps un jour sidéral et que l’on 


(1) OFueres de Laplace, T. IX, p. 262 et suivantes. 
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nomme net mles temps des révolutions du Soleil et du nceud de l’or- 
bite lunaire; enfin, si l’on nomme ¢ l’obliquité de l’écliptique, et ¢ la 
tangente de l’inclinaison moyenne de l’orbite lunaire, la précession 
moyenne annuelle des équinoxes sera 


EnEcose( 5 


3 


L 
a 3) 360°, 


et ’étendue entiére de la nutation de |’axe terrestre sera 


3mck L 
ae COSE i100 
27 3B 
Les observations donnent 
ese 23°98' 10", 


Cretan ge o%7 G3, 
Logn = 2,5637679, 
Log m = 3, 8335817. 


La précession annuelle des équinoxes est de 50”, et, si cette déter- 
mination est fautive, ce ne peut étre que d’une petite fraction de 
seconde, parce que l’accroissement 4 tres peu pres uniforme de la 
précession permet de répartir sur un grand interyalle les erreurs 
inévitables des observations. Suivant M. Bradley, l’étendue entiére 
de la nutation est de 18”; mais, comme une petite erreur peut s’étre 
glissée dans cette détermination, nous supposerons la nutation de 
18’"(1-+ 7); nous aurons, cela posé, les deux équations suivantes 


E(S + z) = 0,000000154143, 
S i 


i = 0,000000103189(1+ y), 


d’oti l’on tire 
S__0,4938—y L 
‘Scan Ie hs 


Si la nutation était exactement de 18”, on aurait y =o et, par con- 


séquent, 
B by eae 


Sort ip 
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leffet de action du Soleil sur la précession serait donc a peu pres la 
moitié de celui de la Lune. M. Daniel Bernoulli suppose ces deux 
effets dans le rapport de 2 4 5, d’apres les observations des marées ; 
cette supposition donne environ y = 4; la nutation serait ainsi de 
19,2, c’est-a-dire de 1”,2 plus grande que suivant M. Bradley. Une 
aussi petite différence est tres difficile a connaitre par l’observation, 
et, si l’on considere lincertitude des observations sur les marées, il 
doit paraitre surprenant que la quantité de la nutation tirée de ce 
phénomeéne s’éloigne aussi peu du résultat de l’observation directe. 
Les équations précédentes donnent 


04938 —y J pada 
= . 5) 
2, 9876-5 af oa? da 


g =4a9 + 0,000000154143 


mais on a, par la théorie des forces centrales, 


partant 


fea da 


ap RS aa pares ase 
oa’ da 


La valeur de g dépend de celle de y et de la loi de densité des couches 
du sphéroide terrestre; mais, quelle que soit cette loi, il est visible 
que, a étant moindre que l’unité, pa‘ da est moindre que pa? da et 
fe a‘ da 


ii Se est au-dessous de l’unité. Elle serait 
pa a 


qu’ainsi la fraction 


égale a lunité si, la Terre étant creuse a son intérieur, toute sa masse 
était a sa surface; elle serait nulle si la masse de la Terre était réunie 
a son centre de gravité. Les deux limites de q sont, par conséquent, 


0,0017301, 0,0051474 — y.0,0069205. 


Nous avons vu dans l’article VIII que la valeur de g donnée par les - 
observations de la longueur du pendule est égale a 0, 003111; elle est 
done entre les limites précédentes; d’ot il suit que les phénoménes 
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de la précession, de la nutation, de la variation de la pesanteur et du 
flux et reflux de la mer sont parfaitement d’accord entre eux. 


XV. 


Sila densité de la Terre était constante du centre 4 la surface, on 


aurait 
4 pak da 


{peda 


g = 0,0037805 — y.0, 0041523. 


3 
re) 
5 


partant 


Cette quantité est plus grande que 0,003111, en employant méme 
la valeur de y donnée par les observations des marées; ainsi la Terre 
est plus dense 4 son centre qu’a la surface. 

La comparaison des deux valeurs de g, tirées des observations du 
pendule et des mouvements de l’axe terrestre, donne la limite de la 
plus petite densité moyenne que l’on puisse supposer a la Terre; car, 
ces valeurs étant 


G05 003517, ; 
oatda 


g = 0,0017301 + (0,0034173 — y.0,0069205 ) [oa da , 
: pa a 


il est aisé d’en conclure 
[peda =(2,4747 — y.5,0116) [pat da. 


Or, sil’on nomme ¢’ la densité d’une couche du sphéroide terrestre 
vers la surface, le rapport de la densité moyenne de ce sphéroide a la 
fe ada |. 

; il sera done égal a 


fee da’ 


(2,4747 — y-5,0116) 


densité de cette couche sera 


fe a‘ da 
Jere Ack 


Maintenant, la supposition la plus naturelle que l’on puisse faire 
sur la loi des densités des couches terrestres est celle d’une densité 
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croissante de la surface au centre. Dans ce cas, ep est toujours plus 


grand que e’, ce qui donne 


la moyenne densité de la Terre est, par conséquent, au-dessus de 
(1,52482 — y.3,00696) p’. 


Si y =0, cette quantité surpasse 39’; ainsi la moyenne densité du 
globe terrestre est, dans ce cas, au moins > de la densité des couches 
dans laquelle nous pouvons pénétrer, et il est vraisemblable qu'elle 
est beaucoup plus grande. 


XVI. 


Pour mieux saisir l’ensemble des phénomenes qui tiennent a la 
figure de la Terre et leur accord avec le principe de la pesanteur 
universelle, rappelons en peu de mots les résultats auxquels nous 
sommes parvenu, dans ce Mémoire, sur la nature des rayons ter- 
restres. 

L’expression du rayon d’un sphéroide quelconque, tres peu dif- 
férent d’une sphere, peut étre mise sous cette forme 


rea(YO + YO 4 YO 4 YO) 4. ..), 


Si l’on fixe, relativement 4 la Terre, l’origine de ce rayon au centre 
de gravité de cette planéte, les conditions de l’équilibre de la mer 
donneront Y")—o et réduiront, par conséquent, l’expression du 
rayon terrestre a cette forme 


r+ a(YO) 4. YO) 4 YO4...), 


L’état permanent de l’équilibre de la mer exige que |’axe de rota- 
tion de la Terre soit un de ses axes principaux, et pour cela il faut 
que Y'” soit de cette forme 


H(p?— 3) + H'(1— p*) cos2a, 
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H et H’ étant deux constantes que l’observation seule peut déterminer 
et qui dépendent de la constitution du globe terrestre. 

Ces résultats sont les seuls que fournit |’état permanent de l’équi- 
libre de la Terre; ils sont communs & tous les corps célestes que 
recouvre un fluide en équilibre. Les observations sur la longueur du 
pendule & secondes ont porté plus loin nos connaissances sur la nature 
du rayon terrestre : elles nous ont appris que la constante H est a tres 
peu prés égale & — 0,003111; que la constante H’ est nulle ou du 
moins insensible relativement a H; que la quantité YS + Y+... 
est pareillement tres petite relativement a Y®); qu’il en est de méme 
des premiéres différences de cette quantité par rapport a celles de 
¥®); et qu’ainsi l’on peut, dans le calcul du rayon terrestre et de ses 
premieres différences, lui supposer sans erreur sensible cette forme 


1—0,003111(p?— i), 


Les mesures des degrés des méridiens ont fait voir que cette sup- 
position ne peut pas s’étendre aux secondes differences du rayon ter- 
restre et que la fonction Y“?+ Y" +... devient sensible par une 
seconde différentiation; mais elles sont encore insuffisantes pour 
déterminer cette fonction. 

Le phénomene de la précession des équinoxes et de la nutation de 
l’axe terrestre ne dépend que de Y”; il ne détermine pas la valeur 
de H, mais il donne les limites entre lesquelles cette valeur doit étre 
comprise : la valeur que l’on trouve par la loi des variations de la 
pesanteur tombe entre ces limites; elle indique de plus une dimi- 
nution dans la densité des couches terrestres, depuis le centre jus- 
qu’a la surface, sans nous instruire cependant de la véritable loi de 
cette diminution, dont l’existence est prouvée d’ailleurs, soit par la 
stabilité de l’équilibre de la mer, soit par le peu d’action des mon- 
tagnes sur le fil a plomb, soit enfin par les principes d’Hydrostatique 
qui exigent que, si la Terre a été primitivement fluide, les parties 
voisines du centre soient en méme temps les plus denses. 

On voit ainsi que chaque phénoméne dépendant de la figure de la 
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Terre fournit de nouvelles lumieres sur la nature du rayon terrestre 
et qu’ils sont tous parfaitement d’accord entre eux. Ils ne suffisent 
pas, ala vérité, pour nous faire connaitre la constitution de la Terre, 
mais ils indiquent ’hypothese la plus vraisemblable, celle d’une den- 
sité décroissante du centre a la surface. La loi de la pesanteur univer- 
selle est done la vraie cause de ces phénomenes, et, si elle ne s’y 
manifeste pas d’une maniere aussi précise que dans les mouvements 
célestes, cela vient de ce que les inégalités de la force attractive des 
planeétes, qui tiennent & leur constitution intérieure, disparaissent a 
de grandes distances et ne laissent apercevoir que le simple phéno- 
méne de la tendance mutuelle de ces corps vers leurs centres de gra- 
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SUR 


LES NAISSANCES, LES MARIAGES 


LES MORTS 


A PARIS, DEPUIS 1771 JUSQU'EN 1784, ET DANS TOUTE L’ETENDUE DE LA FRANCE, 


PENDANT LES ANNEES 1781 ET 1782. 


Mémoires de l’ Académie royale des Sciences de Paris, année 1783; 1786. 


Soa —- 


La population est un des plus stirs moyens de juger de la prospérité 
d’un empire, et les variations qu’elle éprouve, comparées aux événe- 
ments qui les précedent, sont la plus juste mesure de V’influence des 
causes physiques et morales sur le bonheur ou sur Je malheur de |’es- 
pece humaine. Il est donc intéressant, a tous égards, de connaitre la 
population de la France, d’en suivre les progres et d’avoir la loi sui- 
vant laquelle les hommes sont répandus sur la surface de ce grand 
royaume. Ces recherches tiennent de trop pres a lhistoire naturelle 
de ’homme pour étre étrangéres a l’Académie; elles sont trop utiles 
pour ne pas mériter son attention. L’Académie s’est déterminée, par 
ces considérations, a insérer chaque année dans ses Mémoires la liste 
des naissances, des mariages et des morts dans toute l’étendue de la 
France. Un magistrat respectable par ses lumieres et par son zéle pour 
le bien public, et qui depuis longtemps s’occupe avec succés des 
recherches sur la population, a bien voulu lui procurer tous les ren- 
seignements qu'elle pouvait désirer sur cette matiere; c’est a lui que 
nous sommes redevable des listes suivantes. La premiere embrasse 
les naissances, les mariages et les morts & Paris, depuis 1771 jus- 
gu’en 1784; elle sert de suite a celle que M. Morand a publiée dans 
nos Mémoires de 1771. Les deux autres listes présentent les nais- 
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sances, les mariages et les morts, dans toute ’étendue du royaume, 
pendant les années 1781 et 1782; il serait 4 désirer que les sexes y 
fussent distingués, comme ils le sont a Paris depuis 1745; mais on 
doit espérer que le gouvernement, convaincu de l’importance de ces 
résultats, leur donnera toute la perfection dont ils sont susceptibles. 

Quoique les naissances soient la source de la population, elles ne 
suffisent pas cependant pour la déterminer : il faut connaitre encore 
la durée moyenne de l’existence des hommes dans le lieu de leur nais- 
sance, quelles que soient les causes qui les en font disparaitre ; car il 
est visible qu’a égalité de naissances un pays sera d’autant plus peuplé 
que les hommes y vivront plus longtemps; ainsi, dans les contrées ou, 
le nombre des morts étant sensiblement égal a celui des naissances, 
la population est a peu prés constante, le nombre d’années qui 
exprime la durée moyenne de la vie est le vrai rapport de la popula- 
tion aux naissances annuelles; c’est le facteur par lequel on doit mul- 
tiplier celle-ci pour avoir la population. La détermination de ce fac- 
teur est le point le plus délicat et le plus intéressant de ces recherches ; 
voyons comment on peut y parvenir. 

Les événements d’un méme genre ont des causes uniformes et con- 
stantes, mais dont l’action peut étre augmentée ou diminuée par mille 
causes variables qui produisent les irrégularités que nous attribuons 
au hasard dans la succession des événements. Ces irrégularités, en se 
compensant les unes par les autres, disparaitraient dans une suite 
infinie d’observations qui ne laisseraient ainsi apercevoir que le ré- 
sultat des causes constantes; mais, dans un nombre fini d’observa- 
tions, elles peuvent é¢loigner de ce résultat, d’autant plus que ce 
nombre est moins considérable. C’est a ces écarts qu’il faut attribuer 
les.différences observées dans le rapport de la population aux nais- 
sances, et il en résulte la nécessité d’employer de grands dénombre- 
ments pour déterminer ce rapport. On choisira donc un grand nombre 
de paroisses dans toutes les provinces du royaume pour avoir un 
milieu entre les petites différences que les causes locales peuvent 
apporter dans les résultats; on fera ensuite un dénombrement exact 
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de leurs habitants 4 une époque donnée, et, par le relevé des nais- 
sances durant les dix années qui précédent cette époque, on détermi- 
nera le nombre correspondant des naissances annuelles. En divisant 
par ce nombre celui des habitants, on aura le rapport de la population 
aux naissances, d’une maniére d’autant plus précise que le dénom- 
brement sera plus considérable. Comme le nombre des naissances 
annuelles en France excéde celui des morts, il est nécessaire, pour 
établir une exacte parité entre la population entiere de la France et 
celle de ces paroisses, de les choisir de maniére que le nombre total 
des morts soit a celui des naissances dans le rapport qu’ont entre eux 
ces deux nombres, relativement a tout le royaume. Si l’on a soin de 
distinguer les sexes, on aura séparément la population des hommes, 
celle des femmes et la durée de la vie moyenne de chacun des deux 
sexes, ce qui est intéressant a connaitre. Un dénombrement semblable, 
fait avec soin dans les divers pays, et renouvelé dans différents siecles, 
donnerait les différences que le climat, le temps et les gouvernements 
peuvent produire dans la durée moyenne de la vie des hommes. 

Le rapport de la population aux naissances, déterminé par la mé- 
thode précédente, ne peut jamais étre rigoureusement exact; en lui 
supposant méme une précision rigoureuse, il resterait encore sur la 
population de la France l’incertitude qui nait de laction des causes 
variables. La population de la France, tirée des naissances annuelles, 
n’est donc qu’un résultat probable, et par conséquent susceptible 
d’erreurs. C’est a l’analyse des hasards a déterminer la probabilité de 
ces erreurs et jusqu’a quel point on doit porter le dénombrement pour 
qu il soit tres probable qu’elles seront renfermées dans d’étroites 
limites. Ces recherches dépendent d’une théorie nouvelle et encore 
peu connue, celle de la probabilité des événements futurs prise des 
événements observés; elles conduisent a des formules dont le calcul 
numérique est impraticable, a cause des grands nombres que l'on y 
considére; mais, ayant donné dans ce Volume et dans le précédent (') 
les principes nécessaires pour résoudre ce genre de questions, et une 


(1) OEueres de Laplace, T. X. 
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méthode générale pour avoir en séries tres convergentes les fonctions 
de grands nombres, j’en ai fait l’application a la théorie de la popula- 
tion déduite des naissances. Les dénombrements déja faits en France 
et comparés aux naissances donnent 4 peu pres 26 pour le rapport de 
la population aux naissances annuelles; or, si l'on prend un milieu 
entre les naissances des années 1781 et 1782, on a9730545 pour le 
nombre des naissances annuelles dans toute l’étendue de ce royaume, 
en y comprenant la Corse; en multipliant done ce nombre par 26, la 
population de la France entiere sera de 25 299 417 habitants. Mainte- 
nant je trouve par mon analyse que, pour avoir une probabilité de 
1000 contre 1, de ne pas se tromper d’un demi-million dans cette éva- 
luation de la population de la France, il faudrait que le dénombrement 
qui a servi a déterminer le facteur 26 ett été de 771469 habitants. Si 
l’on prenait 264 pour le rapport de la population aux naissances, le 
nombre des habitants de la France serait 25 785 944, et, pour avoir 
la méme probabilité de ne pas se tromper d’un demi-million sur ce 
résultat, le facteur 265 devrait étre déterminé d’apres un dénombre- 
ment de 817 219 habitants. Il suit de la que, si l’on veut avoir sur cet 
objet la précision qu’exige son importance, il faut porter ce dénom- 
brement & 1000000 ou 1200000 habitants. Voici analyse qui m’a 
conduit a ce résultat. 

Considérons une urne qui renferme une infinité de boules blanches 
et noires dans un rapport inconnu, et supposons que, dans un pre- 
mier tirage, on ait amené p boules blanches et g boules noires; sup- 
posons ensuite que, dans un second tirage, on ait amené gq’ boules 
noires, mais que l’on ignore le nombre des boules blanches sorties 
dans ce tirage; le moyen qui se présente naturellement pour déter- 
miner ce nombre d’une manieére approchée est de le supposer avec q’ 


! 
dans le rapport de p aq, ce qui donne oF pour ce nombre. Détermi- 
nons présentement la probabilité que le vrai nombre inconnu sera 
. . . Y ! . . 
compris dans les limites =n — zo) et = (1+ 3), ou, ce qui revient 


if ! 
au méme, que l’erreur du résultat 7 ne surpassera pas £2®. 
? 
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Pour cela, nommons « le rapport inconnu du nombre des boules blan- 
ches au nombre total des boules renfermées dans l’urne, et désignons 
par p’ le nombre inconnu des boules blanches amenées au second tirage ; 
la probabilité de ce tirage sera, par la théorie connue des hasards, 


Mais, p’ étant inconnu, il est susceptible de toutes les valeurs depuis 
p= 0 jusqu’a p’ = 0; ces valeurs sont plus ou moins probables, sui- 
vant qu’elles rendent le second tirage plus ou moins probable. On 
aura donc la probabilité de p’ en divisant la quantité précédente par la 
somme de toutes les valeurs de cette quantité, depuis p’ = o jusqu’a 
p' =, c’est-a-dire par la suite infinie 


! (ee 
(1 — vy |i (q’+1)x2+ (9 soo = ar - 
|vorr les pages 428 et 429 de ce Volume (')]. Cette suite est égale a — 
la probabilité de p’ est donc égale a 


1.2.3...(p’+q’) 
i ce UO aaice hae ye Ce 


2eP (i ¢)7*}, 


Cette probabilité suppose que a est le rapport des boules blanches 
d toutes les boules renfermées dans l’une; mais, ce rapport étant 
inconnu, on peut le faire varier depuis x = 0 jusqu’a x =1. Ces dif- 
férentes vateurs de x sont plus ou moins probables, suivant qu’elles 
rendent le premier tirage plus ou moins probable; or la probabilité 


de ce tirage est 


xP dx(i— x)f 
f x dx(1— x) 
dénominateur étant prise depuis # = o jusqu’’a x = 1 [vorr la page 430 
de ce Volume (?)]. En multipliant cette probabilité par celle de p’, on 
aura la probabilité de p’, correspondante au rapport x, d’owt il suit 


» Vintégrale du 


la probabilité de a sera donc égale a 


(1) OEuvres de Laplace, T. X, p. 300 et 3or. 
(2) Ibid., p. 302. 
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que la probabilité entiere de p’ est égale a 


1.2.0.5. (0 sg ) fart?’ da(1—a)ra 


3 y) 
De Die oie Das ays vt) xP dx(1— x)? 
les intégrales du numérateur et du dénominateur étant prises depuis 
e=ojusquar=t. 
La probabilité que p’ est compris depuis p’ =o jusqu’a p’ = s sera, 
en vertu de la formule précédente, 


en gle ED os] 


xP dx(i1—a)itd+1 - (gq! jor 
{2 x (I— 2) E (qi 1)ae 4 4 122.3008 


I 


jf 2 da (1— x)4 


or, g' et s étant supposés de tres grands nombres, on trouvera, par 
l’analyse que j’ai donnée dans le Volume de 1782, page 60 ('), 


Chew eee Cinder I Jf 2's da! (1— 2") 
eo re Ba — (1— x) [2's da’ (1 — a! )t 


> 


1+(q’+1)e2+... 


lintégrale du numérateur étant prise depuis x = x jusqu’a a =1, et 
celle du dénominateur étant prise depuis 2’ =o jusqu’a x’ =1; donc 
la probabilité que p’ est compris depuis p’ = o jusqu’a p’ = s est 

[fa dx(i1— x)9 a's da'(1— x!) 

hee dx(1— x2)1a'8 da! (1— x')T 


lesintégrales du numérateur étant prises depuis a’ =a jusqu’aa’=1, 
et depuis x =o jusqu’a # =1; celles du dénominateur étant prises 
depuis x et #’ nuls jusqu’a a et a’ égaux a lunité. Si l’on applique a 
cette formule l’analyse que nous avons donnée pages 439 et suivantes 


de ce Volume (*), on trouvera que, si s est moindre et trés peu différent 


Py : Dose . , Ses . dte* 

de et la fraction précédente sera 4 tres peu pres égale a ———» 
Tt 

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité, = étant 


le rapport de la demi-circonférence au rayon, et l’intégrale relative A ¢ 


(1) OEuvres de Laplace, t. X, p. 264 a 267. 
(2) Ibid., p. 310 et suivantes. 
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etant prise depuis ¢ = T jusqu’a ¢ ==, T étant donné par l’équation 


P Si ga\c A i. 
ol aE nas (Poe: ) 


asq'{ p= q) papas +g) 


On trouvera pareillement que, si s est plus grand que ae et quil en 


differe trés peu, la fraction précédente sera a tres peu prés égale a 


fat e-# 
a Ge 


de la que la probabilité que p’ est compris entre les deux nombres s 


J » lintégrale étant prise depuis ¢ = T jusqu’a ¢ =o. Il suit 


et s’, dont le premier est moindre et le second plus grand que 7 ; 


fat e-# fat e-# 
an: vr 


la premiere intégrale étant prise depuis ¢=T jusqu’a t=, et la 


est égale a 


I 


seconde intégrale étant prise depuis ¢ = T’ jusqu’a 4 = o, T et T’ étant 
donnés par les deux équations 


P eee 5 ; ! 3 1\3 
(2 —) (P+ 9) (s+q') 
2sq'(p + 97 )*+ 2pq(s-+q')? 


Pp Se 2 eee ae 
(S55 oe (Pg) (sar ) 
T/2— i ° 


as 7 (pig) 4-2 pgis + ¢q) 


T? = 


Supposons 
Pq’ 1 PY 
S= = (Gio; et Se I+®D), 
7 ( ) ( ) 


o étant une trés petite fraction; si l’on néglige les quantités de 
l’ordre a, les deux valeurs de T? et de T? deviendront égales entre elles 
pqy > 
2(p+q)(q +7) a . 
en désignant par P la probabilité que le nombre p’ sera compris dans 


eta : ainsi, en nommant V? cette derniere quantité et 


! if 
les limites Ese —a) et ral +o), on aura 
ay | dte-@ 
Pas ieee 
Vn 


OEuvres de L. — XI. fe) 
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Vintégrale étant prise depuis t= V jusqu’a ¢ =o. Cette expression 
fort simple de P a l’avantage d’étre exacte jusqu’aux quantités de 
Vordre o*, car les termes de l’ordre o*, que nous avons négligés, se 


détruisent d’eux-mémes dans la quantité 


fat e-* [ates 
bees Wit BL 
te 


Vr V 


que nous avons trouvée ci-dessus pour l’expression de P. 


I 


Il est facile d’appliquer ces résultats a la théorie de la population 
déduite des naissances, car on peut considérer chaque naissance 
annuelle comme étant représentée par une boule noire, et chaque 
individu existant comme étant représenté par une boule blanche; le 
premier tirage sera le dénombrement dans lequel on a observé que 
sur g naissances le nombre des habitants est p, et le second tirage sera 
la population de la France entiere dont le nombre g’ des naissances 
annuelles est connu, tandis que la population correspondante p’ est 
inconnue; P sera dans ce cas la probabilité que la population p’ de la 
France est comprise dans les limites PL, —o)et PL Gy +o); on aura 
ainsi cette probabilité par une formule trés simple. 

Il est facile d’en conclure le nombre auquel p doit étre porté pour 
avoir une grande probabilité que l’erreur sur la population p’ de la 
France entiére sera peu considérable. La recherche de ce nombre 
devient nécessaire si l’on veut faire un nouveau dénombrement pour 
déterminer le vrai facteur par lequel on doit multiplier les naissances 
annuelles; ainsi nous allons entrer dans quelques détails sur cet 
objet. 

Pour cela, nous supposerons 


(D=UG)p Bri 


, a , : 
nous aurons, par consequent, o = ae et ’équation 


y= PITD? 
a(p+q)(q+q') 


ET LES MORTS, ETC. hd 


donnera 
oer eee Wide Ve 
~ a@—a2i(t+1)g'V? 


Cette valeur de p suppose que l’on connait a, g’, V et c. La valeur de a 
dépend des limites entre lesquelles on suppose que l’erreur du résul- 


! 
tat see est comprise; nous ferons ici a = 500000. La valeur de g’ est 


donnée par les naissances annuelles dans toute l’étendue du royaume, 
et nous avons vu que g’= 973054,5. La valeur de V dépend de la pro- 


babilité P que la population de la France sera comprise dans les limites 
I 


I 
fF. = Get 7 ++ @; nous supposerons ici que cette probabilité est de 


1000 contre r, en sorte que P = {°°° : nous aurons ainsi 


a f dt Cm er 


1 It 
a - ou fa a evi 
Vier 1001 2002 


L’intégrale devant étre prise depuis ¢ = V jusqu’a t =o, il est clair 
que cette équation détermine V, et l’on trouve V?= 5,415. Quant au 
nombre z, il dépend du rapport de p a q¢ qui résulte du dénombre- 
ment; mais, s’il s’agit d’un dénombrement a faire, ce rapport est in- 
connu. Cependant les denombrements déja faits donnent a peu pres 
t= 26; ainsi l’on est assuré que le facteur z s’éloigne peu de ce 
nombre. Nous supposerons donc successivement 1 = 254, 1 = 26, 
i = 264, et nous aurons, pour les valeurs correspondantes de p, 


P9727 510, 6 P= 774460; p= 817-219; 


c’est-a-dire que, pour avoir une probabilité de tooo contre 1 de ne 
pas se tromper d’un demi-million dans Pévaluation de la population 
de la France, il faut que le dénombrement p, dans le cas ot il donne 
le premier facteur, soit de 727 510 habitants; qu’il soit de 771 469 ha- 
bitants dans le cas du second facteur, et de 817217 habitants s’il con- 
duit au troisieme facteur. 

De la je conclus que, si l’on veut avoir sur cet objet la probabilité 
qu’exige son importance, il faut porter & 1000000 ou 1200 000 habi- 
tants le dénombrement p qui doit déterminer le facteur ¢. 
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Population du Royaume, 


ET LES MORTS, ETC. 


hd 


Vile de Corsé comprise, suivant l’ordre des généralités, 
pendant l’année 1781. 


NUMEROS 
qui 
constatent 
Pordre 
des 
généralités 
et 
provinces. 


COMmMADUEWN— 


Oxservatrons. — Dans la colonne de Pexcédent des naissances sur les morts, le signe + indique que le nombre des naissances surpasse celui des morts, | 


DENOMINATION 
des généralités du Royaume, MORTS EXCEDENT 
‘ Vile de Corse comprise, PROFESSIONS | __ : ‘; des a 
distinguees en pays d’lections NAISSANCES. | MARIAGES. en naissances 
___ et en pays d'Etats, f we mane Total aoe 
Ja ville de Paris étant distinguée religion. TReOerete en aes reseee 
de la genéralité, civile. TDA. morts. ; 
comme capitale du Royaume. 
PARIS (GVALLE inten seacctolt atten oe 20 232 4.970 87 20057 123 20180 |-+ 52 
Genéralites en pays d’Elections. 
Panis: eben se eelaqeets ie P Ah 45x 10 210 52 42 994 87 43 o81 | + 1370 
OriGans Re. eee. trtsceatae cia 26 294 6 641 25 28 870 58 28 928 | — 2634 
SLOUUS Rootes throes ocr 4g 334 12 593 59 53 243 9) 53 338 | — 4004 
POOLS. i sine a sere ais ; Digi hay ODS 21 27 468 38 DOOM 2) 
ISUUIR Nay ae POMS AOS Ae Se OATS OC 20 hho 4.920 29 20 867 25 20892 |— 402 
EOC Sot meter cst Serene eet 26 181 7 433 30 22 84o oh 22 864 | + 3317 
Bae lvochelliowm acoortiaetane ots 17 029 4612 22 21211 29 27233) || — 4206 
BORCO RUS ices. chews emdasios ae 1 54 802 th g2f 48 44732 65 44.797 | 4-10 005 
IAUGB Noe ee ete tee ns secs te eer ek 5am 34 527 8 469 27 27 037 ah 27 061 | + 7 466 
Montauban =jso- a. e essere F< 21 569 5 296 13 19 971 ah 19995 | -+ 19574 
Grenoble-wenee aos eee 27 338 6 250 31 20 848 39 20887 J + 6451 
[EViOiRa acs wet poke diane « 24 624 5 823 30 19 983 59 20042 | -+ 4582 
Riom a Tee oe eee 27 761 6815 4h 18 693 58 18951 | + go10 
IMEOTALT Syeretecegehevs rey ack ete eet 25 067 6 996 36 23 168 27 2319) | + 1872 
Ghelons ice oes cok. oo tes 30925 7 238 93 29 965 12 29977 | + 948 
Mei Glermontoise ssi. artes acre 1 459 317 » ED) » 1212 |-+ 247 
DOISSONSs. erations so slidat a seit. 16 580 3 889 15 16 699 28 16727 |— 147 
PGI NS A 5m po EGR ATO TING OP 20 598 5 off 14 20761 ho 20801 | — 209 
INQUEMNe SiacdcoocesoAosossaode 27 801 7765 53 27 297 87 97384 | 417 
(CEs apie st ee ae a ee ae 2h 719 6 067 Aj 22 hod 62 22559 | + 2162 
IMEN GONG ea 2 is aie creel « Sccosees 18 799 4.994 33 IQ II7 26 19143 J|— 344 
Géneralités en pays d Etats 
INGMICS saan SoAcbos oaooDaeee gt 330 22 920 100 88 537 171 88708 } + 2 622 
Ber PUenan peas, ise: coer ose 7 514 it 599) I 7 090 6 7056 f+ 458 
Montpellier tes scm acter cra ates 71099 15 849 78 51 824 93 51917 | +19 182 
PN Dxes cee. cee eerie ies SRD ee 27 846 5 698 33 21 961 68 22,029 | +- 9.827 
IDSGGh Peto eee ana Once 42 488 10 216 72 Ax 148 98 4r 246 | + 1242 
IBESalnCOM.. « sBaie arse 2 seen oe & 27 614 6 110 31 21 760 54 21 814 | -+- 5800 
SUAS DOULG Bytes somite Cicrettre 25312 5 613 31 19 068 50 19118 } -+ 6194 
Meta ean. aercmleurn smc atten 13 129 2597 25 11 948 55 12003 | -+ 1126 
NBM; pelos énc8 adao odode 32 052 6 647 84 28 277 89 28 366 | + 3686 
Ween Cheunessetttcaneiataere rr : 10798 2506 43 7 694 51 7745 | + 3053 
| bylileremsetee Wana Rneies, fonaeT eae Ae 28 898 6 886 147 26 435 189 26624 | + 1774 
hevde (Corse Scca.. sean actions 4g2t 985 18 3 g4o QI 3961 | -+ g6o 
Résultats du Royaume, lile ) 
de Corse comprise......| 970406 236 503 1400 879 170 968 881 138 | +89 268 


et le signe — indique que le nombre des morts surpasse celui des naissances. 


Les généralités d'Orléans, de Tours, de Poitiers, de Bourges, de la Rochelle, de Soissons, d’Amiens et d’Alencon ont été affligées d'épidémies et de 
maladies qui y ont occasionné une mortalité considérable, puisque le nombre des décés surpasse celui des naissances; mais cependant le résultat de 
toutes les généralités présente un Tableau satisfaisant, puisque le nombre total des naissances surpasse celui des morts de 89 268. 
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Population du Royaume, Vile de Corse comprise, suivant lordre des généralités, 
pendant UVannée 1782. 


NUMEROS DENOMINATION 
gui des généralités du Royaume, 
constatont Vile de Corse comprise, 
Pordre distinguées en pays d’Elections 
des et en pays d’Elats, 
géneéralités} Ja ville de Paris étant distinguce 
et do la généralité, 
provinces, comme capitale du Royaume. 
FRATRITS 4 (GVO) espevey tere eaol ver ehetetees 


WOmImnrSFwn 


Generalités en pays d Elections. 
Panis one atx tae eam inne 
Orléanste vives tiat.c te earache 
OURS el graccters. csctete ots Mueraraee aello-<tecs 
POiGrensie skicscanhsn «titers aes. cele 
OURGOSI crever atone ones tonne nore 
Limoges. ....... sila SPTUSE Oe ered c 
amivochellles jswereretctecpatereterst sage 
BORGCSUX screja.cheteacrs tect a ele abe’ 


IonGlermontoisinescarae teers 
DOMSSONSA oie oats ooh cers tae 


Généralités en pays d’ Etats, 
IRONNES sy <:ccqs ales Sesiok losis oceisepere 
Rerpionan sc. cstersoheia sence 


Montpellier rs .cs roe artis cre crete 
PND Soy b, 5 ODIO Oa 5. ous 


NW Vases eee ic cts Rens cea A se 
INONGY sto. 2is sates onceepteete tere hes 
NWallonClonnes: efaais.. certains 


Memes GOnS6-< ere cole s e cieia S cucrne tes 


colonne du total est relative aux quinze années, depuis 1770 inclusivement jusqu’en 1784 exclusivement, 


Résultats du Royaume, Vile 
de Corse comprise....... 


MORTS : 
EXCEDENT 
PROFESSIONS | een ~~ des 
NAISSANCES. MARIAGES. en naissances 
religion. dans | on Total sur 

mene meipions ene ae 

19 389 4878 17 18 827 126 | 18953 |+ 434 
45 806 10 285 qu 43 158 102 43 260 | + 2546 
28 393 7105 26 31 803 5 | 31848 | — 3455 
hg 517 12 121 Ay 61 156 96 | 61252 | —11 735 
26 816 6 496 45 30512 48 | 30560 | — 3744 
22 981 4 423 17 25 687 ho | 25727 | — 2746 
26 516 6 4o8 26 26 289 30 | 26319 J] -+ 197 
17796 4383 18 22 641 24 | 22665 | — 4909 
55 114 18 585 183 4g 237 77. | 49314 | + 5800 
30 289 6 352 3t 26 379 25 | 26404 | + 3885 
22 2ho 4 980 30 19 679 34 | 19713 J+ 2527 
26 848 5 436 34 21 982 42 | 22024 | + 4824 
24 218 5 405 26 20 856 60 | 20916 | + 3302 
27 610 5751 33 23 265 54 | 23319 | + 4201 
26 188 5 899 10 27 493 37 | 297-530 |— 1342 
32 101 6 856 15 28 526 27 | 28553 | + 3548 
1523 286 » rary » 1170 |-+ 348 
17 863 3.907 11 14.976 31 | 15007 | + 2856 
20872 5 318 19 19 410 3t ro 44r J+ 1431 
28507 . 7 266 46 25 989 72 | 26061 | + 2446 
23 990 5705 29 25 814 47 | 25861 | — 1871 
19 122 5 010 36 21 749 42 | 21791 | — 2669 
88 for 20 298 86 103 647 178 | 103 825 | —15 424 
7 090 1 346 3 8 033 9 8042 |— 952 
68 627 13.976 79 59 396 145 | 5954r | + 9 086 
28 445 5.925 27 24816 65 | 24881 | + 3564 
42750 9 763 48 43 855 122 | 43977 | — 1227 
28 388 5 908 31 22 090 69 | 22159 | + 6229 
26 142 5 445 23 20 361 4 | 20405 [+ 5737 
14 063 2584 19 Tr 521 19 | 11540 | + 2523 
33 870 6 603 113 28 050 g6 | 28146 | + 5724 
10732 2527 51 7817 48 7865 | + 2867 
28 189 6 789 120 25 898 171 | 26069 | + 2120 
5 349 1068 20 4334 25 4359 | + 990 
979 703 224 890 1 41 946 fox 2081 | 948502 | +27 201 


Ozservations. — Les maladies épidémiques dont les généralités de Soissons et d’Awiens ont été affligées pendant Vannée 1781 n’ont pas continué 
on 1782; mais il n’en a pas été de méme dans les généralités Orléans, de Tours, de Poitiers, de Bourges, de la Rochelle et d’Alencon, ou ce fléau a 
redoublé ses rayages en 1782. La contagion a méme gagné dans les généralités de Gaen et de Moulins; a V’égard de celle de Bretagne, on ne peut pas 
attribuer aux seules maladies épidemiques la mortalité de 1782, et elle a da étre accrue par le passage et le séjour successif et continuel des troupes, 
tant de terre que de mer, qui y ont éle employees; la ville de Brest ayant toujours été, pendant la derniére guerre, le point de réunion de presque 
toutes les forces maritimes opposees aux Anglais, : 
Observations sur le premier Tableau relatif a la population de Paris. — Dans ce premier Tableau, qui représente les naissances, les mariages 
et les morts, 4 Paris, depuis 1771 jusqu’en 1784, la colonne horizontale du total comprend, non seulement les naissances, les mariages, les morts et les 
enfants trouyés dans cet interyalle, mais encore ceux de l'année 3770, et que Von trouye a la page 848 de nos Memoires pour VYannée 1771; ainsi, cette 
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Mémoires de l’ Académie royale des Sciences de Paris, année 17843; 1787. 


Les planetes sont assujetties, en vertu de leur action mutuelle, 2 
des inégalités qui troublent lellipticité de leurs orbites. Les unes sont 
périodiques et dépendent de la position de ces corps, soit entre eux, 
soit a l’égard de leurs aphélies; elles sont peu considérables relative- 
ment & l’équation du centre, et se rétablissent d’elles-mémes aprés 
un petit nombre d’années; les autres altérent les éléments des orbites 
par des nuances presque insensibles & chaque révolution des pla- 
netes; mais ces altérations, en s’accumulant sans cesse, finissent par 
changer entierement la nature et la position des orbites; comme la 
suite des siécles les rend trés remarquables, on les a nommées inéga- 
lites séculaires. 

On peut consideérer les inégalités périodiques comme autant d’oscil- 
lations trés petites que fait chaque planete autour d’un point en mou- 
vement sur l’ellipse qu’elle décrirait par l’action seule du Soleil; et si 
l’on imagine que les éléments de cette ellipse subissent en méme 
temps des variations trés lentes et dont les périodes embrassent un 
grand nombre de siécles, on aura une juste idée des inégalités sécu- 
laires. 
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Parmi ces inégalités, la plus intéressante est celle qui peut altérer 
les moyens mouvements des planétes. La plupart des astronomes ont 
admis une équation séculaire proportionnelle aux carrés des temps 
dans les moyens mouvements de Jupiter et de Saturne. Les géometres 
qui se sont occupés avec le plus de succes de la théorie de ces pla- 
netes, MM. Euler et de la Grange, avaient cru en trouver la cause dans 
action mutuelle de ces deux corps; mais leurs résultats différaient 
tellement entre eux, qu'il y avait lieu d’y soupconner quelque erreur; 
c’est ce qui me détermina a reprendre cette matieére et & la traiter avec 
tout le soin que mérite son importance. En portant la précision jus- 
qu’aux troisiemes puissances inclusivement des excentricités et des 
inclinaisons des orbites, je trouvai que la théorie ne donne aucune 
inégalité séculaire dans les moyens mouvements et dans les moyennes 
distances des planétes au Soleil; d’oui je conclus que ces inégalités 
sont nulles ou du moins insensibles depuis l’époque des observations 
les plus anciennes jusqu’a nos jours. 

Ce résultat suffit aux besoins de l’Astronomie, dont les plus an- 
ciennes observations qui nous solent parvenues avec quelque vrai- 
semblance ne remontent pas au dela de cing mille ans. M. de la Grange 
l’a étendu depuis 4 un temps illimité, en faisant voir par une analyse 
ingénieuse et simple que les moyennes distances des planetes au Soleil 
sont immuables et leurs moyens mouvements uniformes, ce qui est 
également vrai pour les satellites, puisqu’ils forment autour de leurs 
planetes principales des systemes semblables 4 celui des planetes 
autour du Soleil. Ainsi les planétes et les satellites conservent tou- 
jours les mémes distances moyennes aux foyers des forces principales 
qui les animent, du moins lorsque l’on n’a égard qu’a leur action 
mutuelle et lorsque l’on suppose leurs moyens mouvements incom- 
mensurables entre cux, comme cela existe pour les planétes de notre 
systeme. 

Il est cependant impossible de ne pas reconnaitre des variations 
tres sensibles dans les révolutions de Jupiter et de Saturne. Si l’on 
compare entre elles les observations de ces deux planetes, faites depuis 
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le renouvellement de !’Astronomie, on trouve constamment le mouye- 
ment de Jupiter plus rapide et celui de Saturne plus lent que par la 
comparaison des observations modernes avec les anciennes. Halley, 
dans les Tables de Jupiter, emploie une équation séculaire, additive 
au moyen mouvement, proportionnelle au carré du temps, et de 3°49' 
en deux mille ans. Cela suppose qu’en comparant les observations 
modernes entre elles, il a trouvé le mouvement annuel de Jupiter plus 
grand de 6’,9 que par leur comparaison avec les anciennes observa- 
tions. Ce grand astronome emploie pareillement, dans ses Tables de 
Saturne, une équation séculaire, soustractive du moyen mouvement 
de 9°16’ en deux mille ans, ce qui indique que la comparaison des 
observations modernes entre elles lui a donné le mouvement annuel 
de Saturne moindre de 16’,7 que celui qui résulte de leur compa- 
raison avec les anciennes. En effet, les oppositions de Saturne de 
1994, 1595, 1596 et 597, comparées 4 celles de 1713, 1714, 1715, 
1716 et 1717, donnent un mouvement annuel plus petit de 16” que 
les oppositions de 1714 et de 1715, comparées a celle de l’an 228 
avant notre ére. 

Dans l’impossibilité d’expliquer ces variations par l’action seule 
des planétes, je soupconnai d’abord que l’action des cométes en était 
la cause; mais, en les considérant ensuite avec attention, leur marche 
me parut s’accorder si bien avec le résultat de laction des planétes, 
que j’abandonnai cette hypothése. Une propriété générale de l’action 
des planétes entre elles est que, si l’on n’a égard qu’aux quantités qui 
ont de trés longues périodes, la somme des masses de chaque planéte, 
divisées respectivement par les grands axes de leurs orbites, reste 
toujours a tres peu pres constante, d’ou il suit que les carrés des 
moyens mouvements étant réciproques aux cubes de ces axes, si le 
mouvement de Saturne se ralentit par l’action de Jupiter, celui de 
Jupiter doit s’accélérer par l’action de Saturne, ce qui est conforme a 
ce que l’on observe. De plus, en supposant, avec M. de la Grange, que, 


la masse du Soleil étant l’unité, celle de Jupiter est Sere et celle 
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de Saturne est on trouve que le retardement de Saturne doit 


I 
3358, ho” 
étre & l’accélération de Jupiter, a trés peu prés, comme 7 est 4 3; ainsi 
Véquation séculaire de Saturne étant supposée de 9°16’, celle de 
Jupiter doit étre de 3°58’, ce qui ne differe que de 9 minutes du ré- 
sultat de Halley. Il est done fort probable que les variations observées 
dans les mouvements de Jupiter et de Saturne sont un effet de leur 
action mutuelle, et puisqu’il est constant que cette action ne peut y 
produire aucune inégalité, soit constamment croissante, soit pério- 
dique, mais d’une période tres longue et indépendante de la situation 
de ces planétes, et qu’elle n’y cause que des inégalités dépendantes 
de leur configuration entre elles, il est naturel de penser qu’il existe 
dans leur théorie une inégalité considérable de ce genre, dont la pé- 
riode est fort longue et d’ot: résultent ces variations. 

En examinant les circonstances du mouvement de Jupiter et de Sa- 
turne, on apercoit aisément que leurs moyens mouvements approchent 
beaucoup d’étre commensurables, et que cing fois le moyen mouve- 
ment de Saturne est & trés peu pres égal 4 deux fois celui de Jupiter; 
dot j’ai conclu que les termes qui, dans les équations différentielles 
du mouvement de ces planétes, ont pour argument cing fois la longi- 
tude moyenne de Saturne, moins deux fois celle de Jupiter, pouvaient 
devenir sensibles par les intégrations, quoique multipliés par les 
cubes et les produits de trois dimensions des excentricités et des 
inclinaisons des orbites. J’ai regardé conséquemment ces inégalités 
comme une cause trés vraisemblable des variations observées dans 
les mouvements de Jupiter et de Saturne. La probabilité de cette 
cause et l’importance de cet objet m’ont déterminé a entreprendre le 
calcul long et pénible nécessaire pour m’en assurer. Le résultat de ce 
calcul a pleinement confirmé ma conjecture en me faisant voir : 
1° quil existe dans la théorie de Saturne une grande équation d’en- 
viron 47’, dont la période est & peu pres de huit cent soixante-dix- 
sept ans, et dépend de cing fois le moyen mouvement de Saturne, 
moins deux fois celui de Jupiter; 2° que dans la théorie de Jupiter il 
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existe une équation d’un signe contraire, d’environ 20’, et dont la 
période est la méme. 

Si Pon nomme nz le moyen mouvement sidéral de Jupiter depuis 
1700, n't celui de Saturne, je trouve qu’en n’ayant égard qu’aux iné- 
galités précédentes, la longitude, comptée de |’équinoxe de 1700, est 
pour Jupiter 

nt +e + 20'sin(5n't — 2nt + 49°8' ho"), 
et que pour Saturne elle est 


n't + e' — 46'50" sin (5n't — 2nt + 4g°8' ho"), 


e ete’ étant deux constantes qui dépendent de la longitude des deux 
planetes au commencement de 1700. 

Sai déterminé ces valeurs d’apres les éléments des Tables de Halley, 
et en adoptant les déterminations précédentes des masses de Jupiter 
et de Saturne; j’ai seulement augmenté le mouvement annuel de Sa- 
turne, donné par ces Tables, de 16’, 7, et j’ai diminué celui de Jupiter 
de 6”,9 pour ramener ces mouvements a ceux que Halley aurait trou- 
vés par la comparaison des observations modernes avec les anciennes. 
Les coefficients numériques de ces valeurs cessent d’avoir lieu apres 
un temps considérable, & cause de la variabilité des éléments des 
orbites; mais ils peuvent servir sans erreur sensible depuis Tycho 
jusqu’a nous, ce qui suffit pour la comparaison des observations mo- 
dernes; il est facile d’ailleurs de les étendre & un temps quelconque. 
On peut observer que le coefficient relatif au mouvement de Jupiter a 
un signe contraire & celui du coefficient de Saturne, et qu’il est 4 ce 
dernier, a trés peu prés, dans le rapport de3 4 7. 

Si on compare les formules précédentes aux observations, on 
trouve entre les unes et les autres un accord trés satisfaisant, et qui 
fournit une nouvelle preuve de l’admirable théorie de la pesanteur 
universelle. Ainsi, par exemple, l’opposition de Saturne de l’an 228 
avant notre ere, comparée a celles de 1714 et de 1715, doit donner, a 
peu pres, le moyen mouvement de Saturne, parce que linégalité pre- 
cédente est peu sensible dans le grand intervalle qui sépare ces oppo- 
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sitions; mais, en comparant l’opposition de 1595 avec celle de 1715, 
le mouvement annuel de Saturne doit, suivant nos formules, paraitre 
plus petit que le véritable de 16’,8; les observations donnent 16’; 
imperfection des observations du xvi® siécle ne permet pas un plus 
parfait accord. Le mouvement annuel de Saturne doit done paraitre 
maintenant se ralentir de 16” & 17”, et comme, par les formules preé- 
cédentes, l’accélération apparente de Jupiter est au ralentissement 
apparent de Saturne dans le rapport de 3 4 7, le mouvement annuel 
de Jupiter doit paraitre s’accélérer d’environ 7”, ce qui est entiére- 
ment conforme aux déterminations de Halley. Ces deux phénomenes 
ont été & leur maximum vers 1580; depuis cette époque, les moyens 
mouvements apparents se sont rapprochés sans cesse des véritables 
moyens mouvements. 

M. Lambert a publié dans les Mémozres de Berlin pour l'année 1773 
un travail intéressant sur les inégalités de Jupiter et de Saturne. Ila 
cherché & déterminer empiriquement la loi des erreurs des Tables 
de Halley, et ila trouvé qu’il fallait corriger les moyens mouvements 
des Tables de Saturne en leur ajoutant, a partir de 1640, une équation 
séculaire proportionnelle au carré des temps, et de 6’,5 pour le pre- 
mier siécle; et, comme Halley emploie pour cette planéte une équation 
séculaire soustractive du moyen mouvement, et de 1’,4 pour le pre- 
mier siécle, il est clair que la correction de M. Lambert revient a 
ajouter, depuis 1640, au moyen mouvement de Saturne supposé uni- 
forme, une équation séculaire de 5’,1 pour le premier siécle. Cet 
illustre géométre applique pareillement aux mouvements des Tables 
de Jupiter une équation séculaire soustractive et de 3’,2 pour le pre- 
mier siecle, a partir de 1657. Ces corrections ont été publiées dans le 
second Volume du Recueil des Tables astronomiques de l Académie de 
Berlin; elles ont une marche contraire a celle des équations séculaires 
de Halley, et d’ailleurs elles sont incompatibles avec les observations 
anciennes; mais les savants éditeurs de ces Tables observent « que, 
selon toute apparence, l’équation empirique de M. Lambert n’aug- 
mente pas toujours dans le rapport des carrés des temps, car il semble 
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qu'elle varie, que ces variations sont périodiques et qu'il faudra une 
longue suite d’années pour en découvrir la loi; par conséquent cette 
équation ne servira, pour les temps a venir, que jusqu’a ce qu’on 
puisse déterminer, par les observations qu’on fera dans la suite, quelle 
est sa propriété ». . 

Si l’on transporte a l’époque de 1640 la formule précédente relative 
a Saturne, et que l’on en réduise le sinus dans une suite ordonnée par 
rapport aux puissances du temps écoulé depuis cette époque, on 
trouve que le terme proportionnel au carré du temps est positif et 
de 5’,o pour le premier siécle, ce qui s’accorde, quant au signe, avec 
le résultat de M. Lambert, et ce qui n’en differe que de o’,1 pour la 
quantité. La formule relative a Jupiter, transportée a l’époque de 1657 
et réduite en série, donne pour le terme proportionnel au carré du 
temps une quantité négative et de 2’,7 pour le premier siecle, ce qui 
s’accorde, quant au signe, avec le résultat de M. Lambert et ce qui 
n’en differe que de o’,5 pour la quantité. IL n’est donc pas douteux que 
la vraie loi de l’équation empirique de cet auteur ne soit renfermée 
dans nos formules, et il est assez remarquable qu'il ait approché aussi 
pres des résultats de la théorie par la comparaison seule de cent douze 
ans d’observations. Au reste, la reduction des sinus en série, en reje- 
tant les puissances du temps supérieures au carré, ne peut étre em- 
ployée que dans un intervalle de soixante ans. 

Les expressions de la longitude de Jupiter et de Saturne renferment 
encore des termes tres sensibles qui coincideraient avec les termes 
dus au mouvement elliptique, si l’on avait exactement Sn’ = 2n. 


Ces termes sont pour Jupiter 
2! 39" sin(3nt — 5n't — 41°56’) + 58" sin (5 n'é — nt — 34°31'33"), 
et pour Saturne 
— 13'16" sin(2nt— 4n't — 2°29'4") — 2' fo" sin(6n't — 2nt — 60° 30' 16"). 


On peut les considérer comme le résultat de variations dans les 


excentricités des orbites et dans la position des absides, et dont la 
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période est de huit cent soixante-dix-sept ans. Is expliquent pourquoi, 
dans le dernier siecle et dans celui-ci, l’accroissement de l’équation du 
centre de Jupiter, fa diminution de celle de Saturne et les mouvements 
de leurs aphélies ont paru plus grands qu’ils n’ont da létre en vertu 
des seules inégalités séculaires. 

Pour avoir la longitude vraie de Jupiter et de Saturne, il faut ajouter 
aux termes précédents ceux qui appartiennent au mouvement ellip- 
tique et ceux que produisent les perturbations, en ayant égard aux 
premiéres puissances des excentricités des orbites. Les géométres ont 
déja considéré ces derniers termes; mais les différences que présen- 
tent leurs résultats en rend la vérification indispensable. J’ai rempli 
cet objet dans une nouvelle théorie de ces deux planétes qui paraitra 
dans le Volume suivant de ces Mémoires. Il résulte de cette théorie 
que toutes les oppositions anciennes et modernes de Jupiter et de 
Saturne peuvent étre représentées avec la précision dont elles sont 
susceptibles, au moyen des inégalités précédentes auxquelles il faut, 
par conséquent, attribuer les derangements singuliers observés dans 
le mouvement de Saturne et dont on ignorait les lois et la cause. Il 
aurait fallu plusieurs siécles d’observations suivies pour déterminer 
empiriquement ces inégalités, 4 cause de la longueur de leur période; 
ainsi, sur ce point, la théorie de la pesanteur a devancé l’observation. 

Je reviens présentement a la loi générale de l’uniformité des moyens 
mouvements célestes. Ceux des trois premiers satellites de Jupiter 
offrent un rapport remarquable et qui peut donner lieu de craindre 
que cette loi ne soit pas observée a leur égard. La discussion de ce 
rapport, de la cause qui le produit et de son influence sur les mouve- 
ments des satellites m’a paru mériter l’attention des géométres et des 
astroniomes. 

Les observations nous apprennent que le moyen mouvement du pre- 
mier satellite de Jupiter est environ deux fois plus grand que celui du 
second qui, lui-méme, est & peu pres le double de celui du troisiéme 
satellite, et la théorie de la pesanteur universelle fait voir que ces rap- 
ports sont la source des principales inégalités de ces astres. Il suit de la 
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que la différence des moyens mouvements du premier et du second 
satellite est égale 4 deux fois la différence des moyens mouvements du 
second et du troisieme; mais ce rapport est incomparablement plus 
exact que les précédents, et les moyens mouvements des Tables en 
approchent tellement qu’il faut un tres long intervalle pour que la 
petite quantité dont elles s’en éloignent puisse devenir sensible. De 
la naissent plusieurs phénomenes constants dans la configuration des 
trois premiers satellites : telle est, entre autres, l’impossibilité de les 
voir s’éclipser a la fois, d’ici 4 un grand nombre de siécles, et, si l’on 
part des moyens mouvements et des époques que M. Wargentin a 
employées dans ses Tables, on trouve que cela ne peut arriver qu’a- 
pres 1 317 goo ans (Mémorres d’Upsal, année 1743, p. 41). Une diffe- 
rence de six tierces dans le mouvement annuel du second satellite suf- 
firait pour rendre ce phénomeéne a jamais impossible, et M. Wargentin 
ne répond qu’a une ou deux secondes prés des mouvements annuels 
dont il a fait usage. 

Maintenant on peut établir comme une régle générale que, si le 
résultat d’une longue suite d’observations précises approche dun 
rapport simple de maniere que la différence soit inappréciable par 
les observations et puisse étre attribuée aux erreurs dont elles sont 
susceptibles, ce rapport est probablement celui de la nature. Ainsi 
les observations n’ayant fait apercevoir aucune différence entre les 
moyens mouvements de révolution de la Lune sur elle-méme et au- 
tour de la Terre, on est fondé  supposer que ces deux mouvements 
sont rigoureusement les mémes. En appliquant cette régle aux mou- 
vements des trois premiers satellites de Jupiter, nous pouvons en 
conclure, avec une grande probabilité, que la difference des moyens 
mouvements du premier et du second est exactement égale au double 
de la difference des moyens mouvements du second et du troisiéme. 
Cette égalité n’est pas l’effet du hasard, et il est contre toute vraisem- 
blance de supposer que ces trois corps ont été placés primitivement 
aux distances qu’elle exige; il est done naturel de penser que leur 
attraction mutuelle en est la véritable cause. C’est ainsi que l’action 
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de la Terre sur la Lune établit entre les moyens mouvements de rota- 
tion et de révolution de ce satellite une égalité rigoureuse, quoiqu’a 
Vorigine ces deux mouvements aient pu différer entre eux. Je me pro- 
pose dans ce Mémoire de discuter ce point important du systeme du 
monde et d’examiner si le rapport que présentent les moyens mouve- 
ments des trois premiers satellites de Jupiter doit se maintenir sans 
cesse en vertu des lois de la pesanteur universelle. Cette recherche 
est trés intéressante pour la théorie du second satellite; les princi- 
pales inégalités qu’il éprouve dépendent des actions du premier et du 
troisiéme; mais le rapport précédent donne a ces inégalités la méme 
période et les fond en une seule qui, dans les Tables, forme la grande 
équation de ce satellite. Si ce rapport n’était pas rigoureux, ces deux 
inégalités se sépareraient dans la suite des siecles et les Tables du 
second satellite cesseraient de représenter son mouvement. Voici 
maintenant ce qui résulte de mon analyse. 

Jobserve d’abord que les termes proportionnels aux premieres 
puissances des masses perturbatrices ne pouvant pas donner |’expli- 
cation du rapport dont je viens de parler, il faut la chercher dans les 
termes qui dépendent des carrés et des produits de ces masses; je dis- 
cute, en conséquence, les termes de cet ordre qui peuvent produire 
ce rapport. En nommant z le temps, ni, n't, n’t les moyens mouve- 
ments du premier, du second et du troisiéme satellite; en désignant 
par s la quantité n—-3n'+ 2n”, et par V la longitude moyenne du pre- 
mier satellite, comptée d’un point fixe sur l’orbite de Jupiter, moins 
trois fois celle du second, plus deux fois celle du troisieme, je trouve 
que les termes multipliés par les produits deux 4 deux des masses de 
ces satellites introduisent dans les valeurs de s et de V des quantités 
proportionnelles au temps. En les faisant ensuite disparaitre par la 
méthode que j’ai donnée ailleurs pour cet objet, je parviens 4 deux 
equations différentielles du premier ordre entre s, V et ¢. Leurs inté- 
grales comparées aux observations donnent une explication complete 
du phénoméne dont il s’agit, et présentent en méme temps plusieurs 
consequences intéressantes. 
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La premiere est que s et V sont des quantités périodiques, et 
qu’ainsi, en faisant abstraction des quantités de cette nature, on a 
rigoureusement n+ 2n"= 3n’. On est donc assuré par la que la diffé- 
rence des moyens mouvements du premier et du second satellite est 
rigoureusement égale & deux fois la différence des moyens mouve- 
ments du second et du troisieme. C’est une condition a laquelle les 
moyens mouvements des Tables doivent satisfaire, et, comme ceux 
dont M. Wargentin a fait usage la remplissent & tres peu pres, on doit 
en conclure qu’ils sont fort approchés et qu’ils n’ont besoin que de 
tres légéres corrections. 

La seconde conséquence est que la condition précédente n’exige 
point qu’a Vorigine les trois satellites aient été exactement placés aux 
distances respectives, qui, par les lois de Képler, donnent l’équation 
n+ 2n"= 3n’; il suffit quwils en aient été peu éloignés, et alors leur 
attraction mutuelle établit entre leurs moyens mouvements cette éga- 
lité rigoureuse. 

Une troisieme conséquence est que l’on ne doit point craindre que, 
dans la suite des siecles, les Tables du second satellite cessent d’étre 
exactes, du moins relativement 4 leur équation principale. 

Enfin, la quatrieme conséquence que je tire de mon analyse est 
que, si l’on fait abstraction des quantités périodiques, langle V est de 
six signes, c’est-a-dire que la longitude moyenne du premier satellite, 
moins trois fois celle du second, plus deux fois celle du troisieme, est 
égale a 180°; c’est une nouvelle condition que les Tables doivent rem- 
plir exactement. Celles de M. Wargentin donnent, au commencement 
de 1760, V = 180°-+ 30’, ce qui s’éloigne peu de 180°; suivant les 
Tables de M. Bailly, la valeur moyenne de V ne s’en éloignait que de 
12’) laméme époque. Ces écarts sont une imperfection des Tables et 
doivent étre comptés parmi les causes des erreurs dont elles sont 
encore susceptibles. 

L’angle V est soumis & une inégalité périodique analogue aux oscil- 
lations d’un pendule; elle affecte inégalement les mouvements des 


trois satellites, suivant des rapports dépendant de leurs masses et de 
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leurs distances au centre de Jupiter; la durée de sa période dépend 
des mémes quantités. La masse du second satellite est assez bien dé- 
terminée par les inégalités qu’elle produit dans le mouvement du pre- 
mier; mais les masses du premier et du troisiéme satellite sont encore 
inconnues : il existe seulement entre elles un rapport que donnent 
les inégalités du second satellite, et c’est par son moyen que j’al 
trouvé que le temps de la libration de .V est compris entre 4 ans; et 
1rans +. L’instant ott cette libration est nulle et son étendue sont des 
arbitraires que lobservation peut seule déterminer. Si l’on ne consi- 
dere que l’action des trois premiers satellites de Jupiter, leur mouve- 
ment dépend de neuf équations différentielles du second ordre, dont 
les intégrales finies renferment dix-huit constantes arbitraires. Les 
excentricités et les inclinaisons des orbites, les positions des noeuds 
et des aphélies déterminent douze de ces constantes; les moyens mou- 
vements et leurs époques formeraient les six autres, sans les deux 
conditions auxquelles ces six arbitraires sont assujetties, et qui les 
réduisent a quatre : c’est pour y suppléer que l’expression de V ren- 
ferme deux arbitraires. 

Puisque les Tables représentent assez bien les observations, sans 
avoir égard a l’inégalité précédente, elle doit étre peu considerable ; 
mais l’incertitude qui regne encore sur la plupart des éléments de la 
théorie des satellites de Jupiter rend sa détermination tres difficile. 
C’est un point que je laisse & discuter aux astronomes; il me suffit ici 
de leur indiquer cette inégalité comme un objet digne de leur atten- 
tion, et d’établir que les moyens mouvements et les époques des 
Tables doivent remplir exactement les deux conditions suivantes : 

1° Le moyen mouvement du premier satellite, plus deux fois celui 
du troisieme, est égal a trois fois celui du second. 

2° Lalongitude moyenne du premier satellite, moins trois fois celle du 
second, plus deux fois celle du troisieme, est constamment égale a 180°. 

Ces conditions subsisteraient encore, en supposant dans les moyens 
mouvements des satellites des accélérations semblables A celle que 
les observations paraissent indiquer dans le moyen mouvement de la 
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Lune. L’action mutuelle des trois premiers satellites les maintiendrait 
sans cesse, en sorte que le systeme de ces corps, en descendant insen- 
siblement vers Jupiter, en vertu de ces accélérations, conserverait 
toujours les rapports nécessaires a l’existence des conditions précé- 
dentes. Ainsi l’action de la Terre sur la Lune maintient l’égalité 
rigoureuse des deux mouvements de rotation et de révolution de ce 
satellite, malgré Paccélération continuelle du second de ces deux mou- 
vements, parce que le premier devient en méme raison plus rapide. 
De la résulte cette conséquence, savoir que, si, pour mieux représen- 
ter les observations, on admet une équation séculaire dans le moyen 
mouvement de l’un des trois premiers satellites de Jupiter, ainsi que 
M. Bailly l’a fait dans ses Tables du premier satellite, il faut en sup- 
poser de semblables dans les moyens mouvements des deux autres, et 
les ordonner de maniere que |’équation du premier, plus deux fois 
celle du troisieme, soit égale a trois fois l’équation du second satellite. 

On voit, par ce que nous venons de dire, que l’action mutuelle des 
satellites de Jupiter ne produit dans leurs mouvements que des inéga- 
lités périodiques; et nous pouvons- généralement en conclure que, si 
Von n’a égard qu’aux lois de la gravitation universelle, les moyennes 
distances des corps célestes aux foyers de leurs forces principales sont 
immuables. Il n’en est pas ainsi des autres éléments de leurs orbites : 
on sait que leurs excentricités, leurs inclinaisons, les positions de 
leurs noeuds et de leurs aphélies varient sans cesse; et il existe des 
méthodes fort simples pour déterminer ces variations, en supposant 
les orbites peu excentriques et peu inclinées les unes aux autres. Mais 
les excentricités et les inclinaisons sont-elles renfermées constam- 
ment dans d’étroites limites? C’est un point important du systeme du 
monde qui reste encore a éclaircir, et dont la discussion est la seule 
chose que laisse maintenant & désirer la théorie des inégalités sécu- 
laires. J'ai prouvé, dans la seconde Partie de nos Memozres pour l’an- 
née 1772 ('), que, sil’on ne considere que l’action de deux planétes, 
les excentricités et les inclinaisons de leurs orbites sont toujours tres 


(1) CEuvres de Laplace, T. Vill, p. 419 et suiy. 
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petites; et M. de la Grange a fait voir, dans les Mémoires de Berlin pour 
année 1782, que cela est également vrai pour les orbites des planétes 
de notre systeme, en partant des suppositions les plus vraisemblables 
sur leurs masses. Cependant l’incertitude ot l’on est encore a l’égard 
de plusieurs de ces masses peut laisser quelques doutes sur ce résul- 
tat, et il est nécessaire de s’assurer par une méthode indépendante de 
toute hypothese, que, en vertu de l’action mutuelle des planetes, les 
excentricités et les inclinaisons de leurs orbites sont toujours peu 
considérables. Je me propose encore de remplir cet objet dans ce Me- 
moire, en établissant d’une maniére générale que les inégalités sécu- 
laires des excentricités et des inclinaisons des orbites des planetes 
ne renferment ni ares de cercle, ni exponentielles; d’ot il suit que, 
en vertu de Vaction de ces corps, leurs orbites s’aplatissent plus ou 
moins, mais en ne s’écartant que tres peu de la forme circulaire et en 
conservant toujours les mémes grands axes. Les positions respectives 
de leurs plans et de leurs aphélies varient sans cesse; elles s’inclinent 
plus ou moins les unes aux autres, mais elles sont toujours renfermées 
dans une zone d’un petit nombre de degrés. 


I. 


Equations génerales du mouvement d'un systéme de corps 


qui s'attirent mutuellement. 


Considérons le mouvement d’un systeme de corps m, m’, m’, . 
autour d’un corps M dont nous prendrons la masse pour-unité de 
masse. Soient x, y, = les trois coordonnées rectangles de m et rsa 
distance a M ou son rayon vecteur, l’origine des coordonnées étant 
au centre de M. 


Marquons d’un trait, de deux traits, ... les mémes lettres relatives 


m',m’,... etnommons A la fonction 
mm! mm! 
V(a'—a2P+(y'—yl+ (es — 2 f(a" P+ O"— yy)? (=)? 
m'm'" 


Va" — a!) (y7—y' P+ ea 3 3/)2 
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cette fonction étant la somme des produits des masses m, m’, m’, .. 
prises deux a deux, divisés par les distances mutuelles de ces masses. 

Cela posé, si l’on transporte en sens contraire au corps m la force 
dont M est animé par |’action du systeme, on trouvera facilement que, 
dans son mouvement relatif autour de M, il sera animé parallelement 
aux axes des a, des y et des zs par les trois forces suivantes : 


im) mn am" az" 1 OA 
; i : a OSS Se ) 

fe ae jet m Ox 

(r+m)y my’ my" on! On 
i * P ee | a ee oA 

re ps pls m oy 

(1-++ m)z mz! iis ee! 1 Oh 

pe if ype m Oz 


Ces trois forces tendent a augmenter les coordonnées x, y, 3; en dési- 
gnant done par dé élément du temps supposé constant, on aura, par 
les principes connus de Dynamique, les trois équations différentielles 


xe iPass! 1 Ok 
(1) = % |e aaa) Cs ’ 
dt? if i m Ox 

, dy (1+ m)y a my! 1 OA 

D = - ——— — the: 

) dv? pe Be m oy’ 
(3 peers: _(i+my)s x ms! 1 OA 
7 pay” r3 re ~ at Oe 


En changeant successivement dans ces équations m, x, y, 3,7 dans 
WL AV TAIL EY (yee GBT a as nt réciproquement, on aura les 


équations différentielles relatives & m’, m", etc. 


Il. 


Si l’on multiplie l’équation (1) par 


am(mda-+m'dz'+...) 


2mdxr— : ) 
Vs IAD ima fata =a Fac 


léquation (2) par 
am(mdy + m'dy'+...) 
I+m+m'+... 


2m dy 
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et ’equation (3) par 
am(mdz-+m'dz'+...), 
I-+m+m'-+... ; 


2m daz — 


si l’on multiplie pareillement la premiére des équations différentielles 


relatives 4 m’ par 
am'(mdzx-+m'dzxz'+...) 
I-+m—+m'+... 


On Qh > 


la seconde par 
2m'(mady + m'dy'+...) 
I+m+m'+... 


am'dy' ) 
et la troisieme par 
am'(mdzs+ m'ds'+...) 


am’ dz’ ; =s 
DS US etek = 


et ainsi du reste; si l’on ajoute ensuite toutes.ces équations et si l’on 


observe que ; 

oe On. on ae 

— gx Oa! Ox" — i 
eps Oh ' CCEA 

707 Oy coy" ; 
hese On . Oh Oh 

7 Gz az' az" ree 
| (es x ay Tae, Ze 


on formera l’équation suivante : 


dz d?: dy @ 3 d2z ‘a! Zale iP fas 2! d2z! 
2 te z+dydy+dzd ape dy' d?y'+dz'd 


OSS 27 


dt 


at? 


5 MOOR ID = ig! aE a! Se 5 


» mdz + m'dx'+.. 


Wate WO. S770! He 55. 


CE a LOM oe 


de 
_mey+m'dty'+... 


aie 270! se se 


Heh Soh hse. 5 


dt? 


Gs 


it Seif stop! 5 se 


mar 
za 


dt? 


mdr 
=) = ae 
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Cette équation donne, en l’intégrant, 


2 2 2 12 Rn ol2 
Bpha ee +dy’?+ dz nape 3 +dy?+dz 


de? dt? 

(4) (mda-+-m'dz'+...? _(mdy+m'dy'+...) 
(1+m+m'+...)d? (1i+m+m'+...) de 
(mdz+m'dz'+...)? »(™ m!' bu s 
ene ar. fee 


J étant une constante arbitraire. 

On peut encore obtenir trois intégrales des équations différentielles 
du mouvement du systeme, de la maniere suivante. 

Si Von multiplie ’équation (1) par 


m(my+m'y'+...) 
(2276 22 eae 


— my + ? 
et P’équation (2) par 


; 


m(mz.+ m'a's+...)_ 
l+m+m'+... ’ 


si l’on multiplie pareillement la premiere des équations relatives & 7’ 
par 
m'(my +m'y'+...) 


Pe / 
oh 1S 1S! Se en 


~ 


et la seconde par 
Peer m'(mxz+m'x'+...) 
ae — 

i+ m+m'-+... 


) 


et ainsi du reste; si l’on ajoute ensuite toutes ces équations, en obser- 
vant que 


Peg Leyes Oe ye Ok oR. 
2 Oy Ox oy' J Oa! i 
Oh On Ae Oh Oh 
°= Oa" Oa! ’ Ah Paros a ; 
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on aura 

a@y—ydx aC ey — yaa! 

— u ‘ 71 : tea 

(8 Py 7 1) dt? dl? 

maetma'+... may +m dy'+... 
em en eae dt? - _ 
my+tmy +... m@a+m'da'+... 
177 en eae dt? : 


équation dont l’intégrale est 


ady—ydaz a'dy'— y' dz! 
peo Nae e _ m! Vaaae 
dt dt 
" mx+m'a'+... mdy+m'dy'+... 
ey I+m+m-+... dt 


my+tm'y'+... mdx+m'dz'+... 
I+m+-m'+... dt ; 


ce étant une constante arbitraire. 
On parviendra de la méme maniére aux deux intégrales suivantes 


oe ore 2 ee 
= dt dt 
(6) MOG? = 110! CSS ae HOGS Se i CESS se 
po 7a. Se Tin So 55 < dt 
iret = Wee A= 55 HOC SE Til CEH AS... 6 
isan im 29s. dt é 
dz—zd Vide =o) iy! 
ee sd y ie y eer 
dt dt 
ee } my + miy' +... mdz+m'dz'+... 
7 T+m—+m'+... dt 


mz+m's'+... mdy+m'dy'+... 
It+m+tm +... dt = 


cet c” étant deux arbitraires. Ces quatre intégrales sont les seules que 
l'on peut obtenir dans I’état actuel de l’Analyse. 


FY: 


+ 


Si l’on suppose les masses m, m’, ... extrémement petites, chacune 
d’elles décrira a trés peu pres & chaque révolution une ellipse autour 


DES PLANETES ET DES SATELLITES. 67 


de M. En vertu des inégalités séculaires, les éléments de ces ellipses 
varieront par des nuances imperceptibles; mais la suite des siecles 
rendra ces variations tres sensibles. Les intégrales précédentes éta- 
blissent entre elles des rapports constants que nous allons déter- 
miner. 

Soit a le demi grand axe de l’ellipse que m décrirait autour de M, si 


l'on ne considérait que l’action de ces deux corps; on aura, comme 


lon sait, 
dx? + dy?+dz3* — 2(1-+m) 1 mm 


dt? aa r a 


Cette équation n’aura plus lieu, si l’on a égard a l’action des autres 
corps m’, m”, ...; cependant, si l’on observe que l’orbite de m peut 
toujours étre considérée a chaque révolution comme une ellipse, aux 
quantités périodiques prés qui troublent le mouvement de ce corps, 
on verra que cette équation est encore a tres peu pres exacte apres un 
temps quelconque; mais le demi grand axe @ pourra n’étre plus le 
méme qu’a l’origine. 

II suit de la que, en ayant égard a l’action de tous les corps du sys- 


teme, ona 
dx? + dy? + dz? 2(1+ m) I-+ m 
Ae a CM ey, 
de? 7 a 


Y étant une fonction périodique de l’ordre des masses perturbatrices. 

Si l’on nomme pareillement a’, a’, ... les demi grands axes des 
orbites que m’, m’, ... décriraient & chaque révolution, sans les per- 
turbations qu ils éprouvent, on aura 


dx! + dy +ds" _2(1+m') 1+m! 


/ 

dt? we r' va! mi 

da! + dy"? + dz"? Z 2(1-+m") 1-+ m’ e 
dt? = pl a’ wince 


Basler el AWE, 0116156) 'e: 40) bie: e) nie iasyek.my 0) (8; ive %e)16lim ts) icv) oie! 68) (61 6] © (eam. 6 mh /o! ia 


v’, ”, ... étant des quantités périodiques de l’ordre m. En substi- 
tuant ces valeurs dans l’équation (4) de l’article précédent, elle de- 
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viendra 
m ii! ite 
f= Si Mss a ga a a 
a a a 
m?(m'+ m+...) [2 I 
t-+m+m'+.. ip a 
m'?(m+m'+...) [2 I 
I-- e-em. APO 
_ (2mm'dx dz'+ 2mm" dx dx" + 2 m'm" da'dx"+...) 
(atm+m'+...)d? 
_ (2mm'dy dy'+ 2mm" dy dy" + 2m'mt dy'dy" +...) 
. GaQ+m+m'+...)d? 
(2mm'dzdz' + 2mm" dz ds" +-2m'm'" dz' ds" +...) 
(1+m+m'+...)d? 
was m(i1+m'+m"+.. Lines m'(1+m+m'"+...) ee 


fate iG tei Es oc 1-- m= m=... 


Les quantités 


mm'dxdz' mm'"dxdz" mm'dydy' 
Je ain Pes, de? 


2 


sont périodiques, dans la supposition du mouvement elliptique, et les 
termes que les perturbations y introduiraient seraient de l’ordre m’; 
en négligeant donc les quantités de cet ordre et celles de lordre m?, 
qui ne sont que périodiques ou constantes, l’équation précédente 
prendra cette forme tres simple 


, m 


Ainsi, en supposant que la suite des siecles améne des changements 
remarquables dans les demi grands axes a, a’, ... des orbites, ils doi- 
vent toujours satisfaire & l’équation précédente dans laquelle la con- 
stante f est invariable. 

On voit par 1a que, pour avoir entre les éléments des orbites suppo- 
sées elliptiques les relations que donnent les intégrales précédentes 
des équations différentielles du mouvement du systéme, il suffit de 
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substituer dans ces intégrales les valeurs des coordonnées relatives au 
mouvement elliptique; en négligeant ensuite les quantités constantes 
ou périodiques de l’ordre m?, on aura entre les éléments des ellipses 
autant d’équations qu’il y a d’intégrales. 

Déterminons d’apres ce principe les relations entre les éléments qui 
résultent des intégrales (5), (6) et (7) de l'article précédent. Si l’on 
nomme ea l’excentricité de l’orbite de m, et si l'on néglige m vis-a-vis 
de unite, l’aire que son rayon yecteur trace autour de M, durant l’in- 
stant dt, sera, par la théorie du mouvement elliptique, ‘dt Va(1 — e?). 
Cette aire projetée sur le plan des x et des y est diminuée dans le rap- 
port du cosinus de l’inclinaison de l’orbite de m sur ce plan au rayon. 
Soit 4 la tangente de cette inclinaison; l’aire projetée sera 


ce sera, dans l’hypothése elliptique, la valeur de $(ady — ydzx). 
Si ’on nomme pareillement e’, a’, e’, a’, ... les excentricités des 
orbites de m’, m’, ..., 0, 0’, 0”, ... les tangentes des inclinaisons de 


a (4 ct e!?) au e" 
paey/ age NS ag 


seront, dans l’hypothése elliptique, les valeurs de 


leurs orbites, 


4 (al dy'— y' dz); 4 (2" dy"— tye ae). 


En substituant ces valeurs dans l’équation (5) de l’article précédent, 
et en négligeant les quantités constantes ou périodiques de l’ordre m?, 
on aura 


= (1 a'(1— e” : ati — ¢) ‘ . 
(9) omy / AEs ae Ds my /PESP) Tg +m i Peo or 


en supposant donc que, apres un temps considérable, les excentri- 
cités et les inclinaisons des orbites subissent des changements remar- 
quables, elles doivent toujours satisfaire a l’équation précédente dans 
laquelle la constante ¢ est invariable. 
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Les équations (6) et (7) de Varticle précédent fournissent encore 
deux relations entre les éléments des orbites; mais il est plus facile de 
les tirer immédiatement de l’équation (9), en y substituant successi- 
vement, au lieu de 0, 6’, ..., les tangentes des inclinaisons des orbites 
sur le plan des # et des z et sur celui des y et des z. Nommons I 
langle que forme avec l’axe des x l’intersection du plan de l’orbite 
de m et du plan des a et des y. Il est aisé de voir, par la Trigonométrie 
sphérique, que la tangente de l’inclinaison de cette orbite sur le plan 


T+ @ pe a 
des x et des z sera Vecneie ae intl et que la tangente de l’inclinaison 
4 cos? I 
de la méme orbite sur le plan des y et des z sera \/ pease soit 


done 
ésinI = p, eos l= G3 


ces tangentes seront nine: Bvt. En marquant d’un trait, 
de deux traits, etc. les lettres I, p, g relatives & m’, m’,..., on aura 
les tangentes des inclinaisons des orbites de ces corps sur le plan des 
x et des z et sur celui des v et des s. En substituant ensuite ces 
tangentes, au lieu de 9, 0’, ..., dans l’équation (9), on aura les deux 


éguations suivantes 


el?) 


a(1— é) ese CS Hak ao 
(10) nea, vara 1g \ ere. ee q \ Peo ee 


ae es rang fe U— el) 
It C777 ——_— +m n oe 
(11) py/4 a Pay coe phe PV Te ae , 


dans lesquelles les constantes ¢’ et c’ sont invariables. 


ve 


Sur les moyens mouvements des trois premiers satellites de Jupiter. 


Considérons présentement les mouvements des trois premiers satel- 
lites de Jupiter. Nous observerons d’abord que, le mouvement du qua- 
trieme n’offrant aucun rapport de commensurabilité avec ceux des 
trois autres, on peut négliger ici son action. On peut par la méme 
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raison négliger l’action du Soleil; enfin, on peut faire abstraction de 
la figure de Jupiter, dont l’influence sur les variations des grands axes 
est nulle. Solent donc m, m’, m” les masses du premier, du second et 
du troisieme satellite de Jupiter, dont nous prendrons la masse M pour 
unité de masse. Supposons que, apres un temps considérable, les 
demi grands axes a, a’, a’, ... se changent dans 


a+o0a, a'+da', a'’+ da’; 


si l’on prend pour le plan des a et des y celui de l’orbite de Jupiter, 
et que l’on néglige les carrés des excentricités et des inclinaisons des 
orbites et ceux de éa, da’, 6a”, les équations (8) et (9) de l’article 
précédent donneront, en les différentiant par rapport a la caractéris- 
tique 6, 


moa m! oa! m’ oa" 


] 


a q'? ql? 
moa m! oa’ _ im 6a" 
o> + OH 
Va Ja! va" 
9 ‘ ’ wf 
d’ot lon tire 
3 
,  —moaad’® a?—a"” 
Oa —— ‘7 = p) 
o a?? — a" 
3 3 
Bel moa a”? a?—a” 
0a —- >= 5 
m @ of gi 


Soient nd, n't, n’¢ les moyens mouvements des satellites m, m’, m’; 
on aura, comme I|’on sait, 


4 1 (oe Wy 2 
(i rae n*— SEN n Ais 
partant 
OO” 
0n =— —-n—> 
2, 


on'= 7a on 7 y) 
I - ; 
n?(n'— n") 
b 
aN: i 3 Ni == OY, 
on — i n 4 re 


nice WV) 
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ainsi, pour avoir les variations séculaires des moyens mouvements des 
trois satellites, il ne s’agit que de déterminer ¢a, ou, ce qui revient au 
méme, le terme proportionnel au temps qui entre dans l’expression 
du demi grand axe a du premier satellite. 


Vi 


Si l’on ajoute ensemble les équations (1), (2) et (3) de larticle II, 
apres avoir multiplié la premiére par dx, la seconde par dy, et la troi- 
sieme par dz, et que, pour abréger, on suppose 


— m'(xex'+ yy'+ 25') 
KR 73 


m"(xva"+ yy" + 23") A 


\ - 
rls m b] 


T 


enfin, si l’on désigne par la caractéristique d les différences prises en 
ne faisant varier que les coordonnées relatives au satellite m, on aura 


dx d’?a+ dy dy +dzd*z 
= 
dt? 


+ (1+ m) = + aR; 


d’ot l’on tire, en intégrant, 


ee dye as) aia Tt) 6 te - 
= Ae > ieee =) ak 


Si la différentielle 2dR renferme un terme constant dz, l’intégrale 

2 f dR renfermera le terme £¢ proportionnel au temps; on aura donc 

apres le temps ¢, en négligeant les quantités périodiques de l’ordre m, 
ye ae 2(i-+m) _i+m 


= Te = - p + kt; 


mais, si l’on nomme a + éa ce que devient le demi grand axe a apres 
ce temps, ona 


9 eet ay? + ae a(t-b mje) ism 
it dt r " a+0a’ 


partant 
I+ m Se re LC 
a+da a 
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ce qui donne, en négligeant le carré de da et m vis-a-vis de l’unité, 


OG == — 0 KE: 


. 


la question se réduit ainsi & déterminer &. 

Pour y parvenir, nous observerons que, sil’on n’a égard qu’aux quan- 
tités de l’ordre des masses perturbatrices, la différentielle dR ne ren- 
ferme aucun terme constant (vorr, sur cela, les Mémoires de Berlin pour 
Pannée 1776, page 210). Il faut conséquemment, pour y trouver des 
termes semblables, avoir égard aux produits de ces masses. Si l’on 
nomme ¢, ¢’, »” les angles formés par l’axe des « et par les projections 
des rayons vecteurs 7, 7’, r’ sur le plan de l’orbite de Jupiter; si l’on 
nomme, de plus, nt+¢, n’'t+¢’, n’t+” les longitudes moyennes 
des trois satellites, rapportées au méme plan et comptées de l’axe 
des x, l’angle | 

(2n"—3n'+n)t+ 26"— 3e'+¢ 

sera a trés peu pres constant, suivant les observations, en vertu du 
rapport qu’elles indiquent entre les moyens mouvements des trois 
premiers satellites, comme on I’a vu dans l'article I. Soit V cet angle ; 
on doit donc chercher les termes constants de dR parmi ceux qui 
sont multipliés par les sinus de V et de ses multiples; et il est clair 
que, l’angle V étant composé des mouvements des trois satellites, il ne 
peut se rencontrer que parmi les termes de dR affectés du produit 
We nile @ 

Nous négligerons les excentricités et les inclinaisons des orbites ; 


nous aurong ainsi 


a ==? COSY, =f Sine, SiO; 
STF COS 0", Vea sine, wes0; 
aS r’ cos y", oes: 7” sine”, i 0, 
et, par conséquent, 
R m'rcos(¢'— ¢) ie m'r cos(e"’ — 9) 
= r? 7? 
mi! m! 


/r?— arr’cos(v’—e) +r? r?—arr"cos(e'— 9) + r® 
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Supposons que, en réduisant R dans une suite ordonnée par rapport 
aux cosinus de » — ¢, » — ¢ et de leurs multiples, on ait 


R= m'[A+ A) cos(o’— ¢) + A® cos2(e’—¢)+...] 


+ m"[ BO + BM cos(e”— ¢) + B® cos2(e”— ») +...]3 


on aura dR en différentiant R uniquement par rapport ar ety, ce qui 
donne 


dR = m'dv[A™ sin(e’— ¢) + 2A) sina(e’—v) +...] 


ete OA = dA) er a fii 
+m! dr ar lca eo (v'— @) ae 


cos2(9'— ¢) +. .| 


+m" de[B sin(e”— ¢) + 2B sina(e’— v) +...] 


0B) OB AaB®) 
+ m' dr | 


es SE TY) S 
z : ( Mite or 


- . sina(o"—e)-+...|, 


Il faut maintenant substituer, dans cette expression de dR, au lieu 
der, 7’, 7’, ¢, #, 9", leurs valeurs approchées jusqu’aux premieres 


MW 


puissances inclusivement de m, m’, m’, en distinguant avec soin les 


termes constants de ceux qui ne sont que périodiques. 


Vil. 


Pour cela, nous allons rappeler ici quelques résultats de la théorie 
des perturbations des satellites de Jupiter; nous les tirerons de l’ex- 
cellente piéce de M, de la Grange, qui a remporté le prix de l’Académie 
pour l’année 1766, et qui est imprimée dans le tome IX du recueil 
des Prix de l’Académie. 

Si l’on désigne par l’unité le demi-diamétre de Jupiter, on aura, en 


n’ayant égard qu’a l’action des trois premiers satellites, 


Veo, OF) +m'[4,19 cos (n't — nt + e'— #) — 1014, 93 cos2(n't — nt + e'—¢) 


— 3,87 cos3 (n't — nt + ¢'—¢) 1,02 Cos4(n't — nt + e'—2)—... 


+ m"[0,75 cos(n"é — né + e”— 2) — 1,06 cos2(n"t — nt + 2! — s) 


— 0,13 c083(n"t — nt + e”— 2) — 0,02 cos4 (n"t—nt+e"—e)—... 
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al 


r= 9,00 + m [518,78 cos(n't — nt + ¢’—¢) + 5,73 cosa(n't— nt +e! —e) 
+1,36c0s3(n't — nt + ¢'—¢€)+ 0,49 cos4(n't— nt + 2'—e)+...] 


+ m"[7,16 cos(n"é — n't + 6"— 8’) — 824,07 c0s2(n"t — n't + 2"— «) 


c 


— 6,29 cos3 (n"t— nté+ e” —é') —1,66 cos4(n"t—n't+e"—e')—...], 


c 


r= 14,38 + m [5,88 cos(n"¢ — nt +e” —e) + 0,19 cos2(n"t — nt + e"— 2) 
+ 0,03 cos3 (n"t— nt + e"—€) + 0,00c08s4(n"t—nt + e"—e') +...| 


+ m' [452,98 cos(n"t — n't + ¢”— e') +9,13c0s2(n"t— n't + e"— 8’) 
+ 2,16c0s3 (n"t— n't +-e"— ¢') + 0,59 cos4(n"t—n't+e"—6')+...], 


gy —=nt +2 +m'[g9300! sin(n't — nt + e'— ¢)—1 227 a1f/sina(n't—nt+¢'—e) 
— 3526’ sin3(n't — nt + e'—¢) — 705’ sin4 (n't — nt+ e'—e) —...| 


+ m"[1158/ sin(n”é— nt + e"—¢)— 1007’ sin2(n"t— nt+6"—¢) 
—r1o1'sin3 (n"t— nt + e"—¢) —18' sin4 (n"t—nt+e"—e)—...], 


ep’ =n't+e+m [387482' sin( n/t — né4+-e’—e) + 2727'sin2(n't — nt+e'—«) 
+ 5o9/sin3 (n't — nt 4+-e'— ¢) +12/sin4(n't—nt+¢'—e)+...| 


+ m"[10067' sin (n"é— n't -- e" — ¢') — 626 246’ sin2a(n"t — n't e"—2’) 
— 3717/sin3 (n"t— n't+ ¢"—e') — 825/ sin 4 (n"t— n't + e"—e')—...], 


eo" = n"t+e"+m [—1306' sin (n"t — nt + e”—e) + 38’ sina(n"t — nt+ 2” — ¢) 
+ 8'sin3(n"t—n't+e"—¢)+1'sin4(n"t—nt+e"—e)+...| 
+ m'[207375'sin(n”t — n't + e” — e') + 2960'sin2(n"t— n't +e” —e') 


7 
55 


7 
59’ sin3(n"t— n't + e"—e') + 149’ sin4(n"t — nt+ e"—8') +...]. 


(Voir la piéce citée, p. 63 et suivantes. ) 

Cela posé, considérons d’abord le terme m’ dv A" sin(v’ — ¢) de l’ex- 
pression de dR. Si l’on y substitue au lieu de ¢ sa valeur précédente, 
il est aisé de voir qu’il n’en peut résulter aucun terme constant ou 
proportionnel & sinV. Il n’en est pas ainsi de la substitution de la 
valeur de ¢’, et l’on voit facilement que le terme 


— m" 626 246’ sina (n"é — n't + &”—e) 
de cette valeur produira dans m’ dyA sin(¢ — ¢) le suivant 


— m'm" 626 246! A ndtcos(n't — nt + ¢6'—«)sina(n"t—n't+ eg" — ¢') 
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et, par conséquent, celui-ci 


I YW 
_ mT 626 246/AM ndesinV. 
2 


Pour réduire en parties du rayon le coefficient 626 246’, il faut le 
’ 


diviser par 57°17’44”; en désignant donc par é le quotient de cette 


division, le terme précédent deviendra 


/ lA 
m'm : 
pee ory hAOndtsinV, 


et il produira dans 2dR le terme constant 


—m' mhAYOndt sin V. 


A“) étant une fonction deret de 7’, la substitution de leurs valeurs 
peut produire encore des termes constants dans m’dyA'” sin(”’ — ¢); 
or il est facile de s’assurer que la valeur de 7 ne produira aucun terme 
semblable, et que la valeur der’ produira le terme 


oA) : 
—m'n'ndt A 824,07 cos2(n"t — n't + e”—e') sin(n'té—nt+¢'— 8), 


ce qui donne le terme constant 


m!'m!" B A“) 
nat 
2 or' 


824,07 sinV; 


en designant done par @ le coefficient numérique 824,07, il en résul- 
tera dans 2dR le terme constant 


JA) 
mim’ n dt 


or ZsinV. 


On yoit ainsi que le terme m’dvA" sin(y’—¢), de Vexpression de 
dR, produit dans 2 dR la quantité constante 


oA) 
: ). 


m'm"ndtsinV (: — —hA) 
+; 


Si on analyse de laméme maniére les autres termes de l’expres- 
sion de dR, on verra que les termes constants qui en résultent sont 


DES PLANETES ET DES SATELLITES. 17 


insensibles par rapport ala quantité précédente, & cause de la gran- 
deur des coefficients numériques / et 2, qui multiplient ses deux 
termes. On peut donc supposer que la partie constante de 2dR se 
réduit a cette quantité, et qu’ainsi l’on a 


0A) 
or' ‘e 


k—=m'm'nsinV (2 ee VAC 


d’ot lon tire, par l’article précédent, 


(1) 
6a = — m'm" ant sinV (2 = = hac) 


et, par conséquent, 


dA) 
or! 


on =3m'm'an*tsinV (2 — AAO). 


De la il est aisé de conclure, par l’article V, 


2 6n" —36n' + dn 


“ OA") n(n —n!" n(n — n! 
= an?tsinV (0 Or hA™ \1 m'm" + 3mm" Es eee. + 2mm! Pollen ) : 
n?(n — n") n} (n'—n") 


Soit a la fonction qui, dans le second membre de cette équation, 
multiplie n?¢sinV, et que l’on désigne pars la quantité 22” — 3n’+n, 


on aura 
Os=anttsinV. 


VIELE 


L’équation précédente donne la variation ¢s, correspondante au 
temps ¢; mais elle ne peut servir que pour un intervalle dans leque! 
an?tsinV est peu considérable; on peut cependant en tirer la valeur 
de s, pour un temps illimité, au moyen de la méthode que j’ai donnée 
dans la seconde Partie de nos Mémoires pour l’année 1772 ('). Suivant 
cette méthode, on doit considérer s comme une fonction de «é, qui, 


(1) OEuvres de Laplace, t. VIII, p. 369 et suiy. 
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réduite dans une série ordonnée par rapport aux puissances de «7, est 


de cette forme 
: ds at? ds 
Sake Gar |) We ccd ee 


ds d?s 
adt o dt?’ 

5 4 a. . . 5 “ 
sit pour époque. Le second terme de cette série exprime la variation 6s 


les quantités s, - étant relatives 4l’instant que l’on choi- 


lorsque a est tres petit; en comparant donc cette variation a celle-ci, 


an?isinV, on aura 


ds 
aa SS CUNO Sin 
dt 3 


et, comme l’instant de l’époque est arbitraire, cette équation différen- 
tielle a lieu pour un instant quelconque. 
Maintenant, V étant, par l’article VI, égal a 


an E— 3nit nt = 26" — de! = a, 
ona 
aV =dt(2n"— 3n'+n)=sdt; 
on aura ainsi, entres, V et ¢, deux équations différentielles du premier 
ordre, dont les intégrales donneront les valeurs de s et V pour un 
temps quelconque. 
De ces équations, on tire la suivante 


awv 
dt 


== On Si Vv 


en la multipliant par dV et en l’intégrant, on aura 


asa/\Y 


a nad 
i) Vi — 2an? cosV 


dt, 


d étant une constante arbitraire. Les différentes valeurs que l’on peut 


supposer a cette constante donnent lieu aux trois cas suivants : 


Premier cas. — Si k est positif et plus grand que + 2an?, il est 
visible que l’angle + V croitra sans cesse, et cela doit arriver si l’ori- 
gine du mouvement, 27” — 3n'+ zn, est positive ou négative et d’un 
ordre supérieur & ny «@. 
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Deuxiéme cas. — Sia est positif et A moindre que 2%n2, le radical 


V/A — 2an? cosV 


devient imaginaire dans la supposition de V = 0; l’angle V sera donc 
alors périodique et ne pourra jamais étre nul; il ne fera qu’osciller de 
part et d’autre de 180°, en sorte que sa valeur moyenne sera de six 
signes. 

Troistéme cas. — Si a est négatif et A moindre que — 2an?, le 
radical 

VA — 20n? cosV 

devient imaginaire dans la supposition de V = 180°; l’angle V ne peut 
donc jamais, dans ce cas, atteindre 180°; il ne fera qu’osciller de part 
et d’autre de zéro, en devenant alternativement positif et négatif, et 
sa valeur moyenne sera nulle. 

Voyons lequel de ces trois cas a lieu dans la nature. 


IX. 


En prenant pour unité le demi-diamétre de Jupiter, les observa- 
tions donnent 
a= 5.67, @ == 9.00, a’ =14338. 


De la j’ai conclu 
0,0952 OA") 0,594 
oe ; SARS ae 


eine a! or' al? 
Mais on a, par l’article VII, 
626246! 
~ Baer Gg”’ l= 824,07; 
on aura, par conséquent, 
1 5 
[oe Tee 
or' a’ 
ce qui donne 
n3(n—n" (nn! 


& = 67,786 | m!'m" + 3mm" —; 
n>(n'— n") n> (n'—n") 
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Nous sommes ainsi assurés que « est positif; d’ou il suit que le der- 
nier des trois cas précédents ne peut pas exister. I] faut donc ou que 
langle + V croisse sans cesse, ou, si sa valeur est périodique, qu'il ne 


puisse qu’osciller de part et d’autre de 180°. 


X. 


Si angle + V croit indéfiniment, A est positif et plus grand que 
2an?; or, si l’on suppose V = 180° a, le signe de a étant le méme 
que celui de dV dans l’équation différentielle (a) de l’article VIII, 
cette équation donnera 


do = dt\/ik + 2an* cosa. 
On aura done, dans l’intervalle compris depuis o = 0 jusqu’a o = go®, 
o> Vr el, par conséquent, D> ntV20; 


ainsi le temps ¢ que o emploiera 4 parvenir de 0° a go°® sera moindre 


que —°—. Si lon nomme T le temps de la révolution du premier 


NV2A 
: 4 : 360° 
satellite, on aura nT = 360°, ce qui donne n = —-; donc le temps 
Pen ; i 
que w emploiera a parvenir de 0° a go® sera moindre que We 
2G 


La valeur de « dépend des masses des trois premiers satellites de 
Jupiter; la masse m’ du second parait assez bien déterminée par l’iné- 
galité du premier satellite, et, si l’on prend pour unité la masse de 
Jupiter, ona 

m' = 0,00002417. 
Quant aux masses m et m” du premier et du troisiéme satellite, la 
théorie des inégalités du second est insuffisante pour les déterminer, 
mais elle donne entre elles la relation suivante 


g1810om + 148383 m" = 16,5 


(voir la piece citée de M. de la Grange, p. 74 et 78). En supposant 
donc m= um’, on aura 


m" = 0, 000111199 — 0000014955 p. 
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Les temps des révolutions des trois premiers satellites sont 
1318528™36%, 3i135197™545, 71359™368, 


et il est clair que les valeurs de x, n’, n” sont réciproques & ces temps, 
d’ot il suit que ces valeurs sont entre elles comme les nombres 


1, 0,497978, 0, 246967 ; 
on aura ainsi 
7 
oT (wn): 
a 
n>(n'—n") 
re if 
an'(n—n 
Aeshna.) = 0,619791, 
n®(n'—n") 


d’ot lon tire 
% = 0,000000182187(1+ 3,55263 p — 0,477756p"). 


ITI199 
14955” 
dont la premiere répond & m = 0 et dont la seconde répond 4 m’ = 0; 


La valeur de p. est comprise entre les deux limites u. = 0 et vu = 


or il est aisé de voir que la plus petite valeur dont « est susceptible 
répond a v. = 0; ainsi le temps ¢ que |’angle a doit employer dans le 
cas que nous discutons ici & parvenir de 0° a go° est nécessairement 


moindre que 
T 


4Vo, 000000364394. 


et comme T, réduit en décimales de jours, est égal a 14, 76986, il en 
résulte que ¢ est moindre que 733!,002 ou au-dessous de deux ans. 
Maintenant, si l’on compare ce résultat aux observations, on verra 
qu’il leur est entiérement contraire, car les Tables des trois premiers 
satellites, qui satisfont assez bien aux observations depuis plus d’un 
siecle, donnent, a toutes les époques, V peu différent de 180°, et par 
conséquent o peu considérable. Suivant celles que M. Bailly a insé- 
rées 4 la fin de son Ouvrage sur les satellites de Jupiter, les quantités 
dont V surpassait 180°, aux époques de 1671 et 1763, étaient de 9/31” 
et de 12’31”; dans toutes les époques intermédiaires, elles étaient 


OEuvres de L. — XI. I] 
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comprises entre ces limites.’ Il est done certain que, depuis la décou- 
verte des satellites de Jupiter, o ne s’est jamais élevé a go°®; ainsi la 
supposition de langle o croissant sans cesse est enti¢rement con- 
traire aux observations. Le second des trois cas de l’article VIII est 
donc le seul qui puisse avoir lieu dans la nature, c’est-a-dire que. 
l’angle V est nécessairement périodique et ne fait qu’osciller de part 
et d’autre de 180°, en sorte que sa valeur moyenne est de six signes. 


XI. 


Reprenons l’équation différentielle de l’article précédent 


dw 


= (hy, 


Vi + 2an? cosu 


Si ’on nomme g l’espace que la pesanteur terrestre fait parcourir 


dans la premivre seconde; si l’on imagine ensuite un pendule dont la 
. Des wry 
longueur soit —4, 7 étant le nombre de secondes que renferme le 


temps de la révolution du premier satellite; enfin si l’on suppose a 
Porigine du mouvement ce pendule éloigné de la verticale d’un angle 


dont le cosinus soit 


i MWe: : ; 
sa? Ses oscillations représenteront les varia- 


tions de l’angle o. 

Puisque les Tables des satellites satisfont assez bien aux observa- 
tions, sans avoir égard aux variations de cet angle, il doit étre peu 
considérable; on peut donc supposer 


wo 

cosa =1— —; 
ainsi, en faisant 

A+2an? 5 

2 = 29 
anh 

on aura 

dw 

iz =n dtu 3 


Cette équation donne, en l’intégrant, 


w= 6sin(ntVa+y), 
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6 et y étant deux constantes arbitraires que l’observation peut seule 


déterminer. L’équation aM = ds donne 


ee nba cos(ntVa+y), 


d’oti on voit que s est, ainsi que o, une quantité périodique; en fai- 
sant done abstraction de ces quantités, c’est-a-dire en supposant que 
nt, n't, n’t représentent les vrais moyens mouvements des satellites, 
on a rigoureusement s = 0, ou 


(Dae Dip! == Bie 


On voit encore que cette équation n’exige point qu’a l’origine du 
mouvement s ou 2+ 2n”— 3n’ ait été rigoureusement nul: il suffit 
qu’il ait été compris dans les limites — n6 Va et + n6 Va. 

On aura le temps ¢ de la période des variations de s et de a, au 
moyen de l’équation n/a = 360°, ce qui donne 


re 360° | 
ee? 


mais, T étant le temps de la révolution du premier satellite, on a 


nT = 360°. On aura done 
T 


7 
Va 
les deux limites de ¢ répondent conséquemment aux deux limites 
de a. Or la plus petite valeur de « est 


% = 0,000000182187, 
et sa plus grande valeur est 
& = 0,00000138542; 
ainsi les deux limites de ¢ sont 
15035"r8,5 «et 41 46ers, 5, 


c’est-a-dire que le temps de la période des valeurs de s et de 0 est com- 
pris entre 4 ans } et 11 ans 5. 
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Les mouvements des trois satellites ont des variations analogues a 
celles de langle a; ces variations sont dans le rapport des quantités 
én, 6n’, én”, qui, par l’article V, sont entre elles comme les quantités 


be 4 

m n?(n—n") m n'?(n—n') 
? ae 2 
n>(n'—n") 


Daan 
n3(n'—n") 


En nommant donc ésin(ne va + y) V’équation qui en résulte dans le 
mouvement du premier satellite, les équations correspondantes du 
second et du troisieme satellite seront 


—1,18414 a ksin(ntVa+ y)» 


0,309895 ae ksin(ntVa+y), 
et l’on aura 


m 


6 = (: + 3,55242 ite + 0,619791 a) k. 


Il est impossible, dans l’état actuel de la théorie des satellites de Ju- 
piter, de prononcer sur la véritable valeur de 6; on voit seulement, par 
inspection des erreurs des meilleures Tables, qu'il n’est pas impos- 
sible que cette valeur excede 40’; mais c’est un point que je laisse a 
discuter aux astronomes qui cherchent a perfectionner cette théorie. 


XII. 


: * D X ° 9 a . ong Poet 

I] suit de ce qui précéde que, si l’on néglige les quantités pério- 

diques et que l’on n’ait égard qu’aux moyens mouvements et a leurs 
époques, on a les deux équations suivantes : 


e — 3e'+ 22" 0, n—3n'+an"=0. 


Ces équations subsisteraient encore dans le cas ou, par des causes in- 
connues, telles que la résistance d’un milieu, les moyens mouvements 
des satellites de Jupiter seraient assujettis 4 des équations séculaires. 
En vertu de ces causes, les expressions des grands axes des orbites et, 
par conséquent, les valeurs de n, n’, n” renfermeraient des termes 
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proportionnels au temps. Soient 7, ’¢, c’t ces termes, 7, 7’, v” étant des 
coefficients constants ou, du moins, que l’on peut traiter comme tels 
pendant un trés long intervalle. Si l’on nomme, pour abreger, g la 


quantité 
dA) 
or’ 


Em'm'a(t ha”), 


on aura, par les articles V et VI, 
on = qn*tsinV + if, 


4 
mn(n—n" ; 
On == ( ) gqn’tsinV +E, 


ih 
mn (r'’— n") 


4 
Me Bl Oi — ae : , 
on'= 7 ( ) qrmtsinV + t"¢; 


! =— 
ES ne (n'— n") 


d’out l’on tire, par l’article VIII, les équations 


dn : : 
ohn gn? sin V + 1, 

he 
dn! TT (ges) " ‘ 
————————— ; <i gr’? sin V + U, 
dt (Pan & ne 

n?(n'—n") 

Ee 
dn! m n'?(n —n' ; ; 
a 7 ( ) gn* sin V + 0”. 

m 


& 
n3(n'—n") 


En supposant donc, comme dans I’article VII, 


sa n—3n'+2n',7 


ules es 
3m n?(n—n") am nl(n—n') 
Chen Pats m' + See Ce 

n3(n'—n") n>(n'—n") 


b) 


on aura 
ds 


— =—an'sinV +7— 31+ 20; 
dt 


suit ane artant 
ona ensulle = = 8, Pp 


aN 
dt? 


‘it 


== 12 SIV = be + OE 
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Supposons V =180°-+ a, o étant peu considérable; l’équation préce- 
dente donnera ; 

Ca 


We tante=t—3i'+ a’; 


dot l’on tire, en intégrant, 


; - toe Se! 
w= 6sin(ntVa y) = aay 
; ae dV 1 
6 et y etant deux constantes arbitraires, et, comme on as= en oe 


on aura 
n—3n'+2n"=n6 cos(ntVa+ W)3 


ainsi, en négligeant les quantités périodiques, on aura 
n—3n'+an'=0. 


On voit par la que les causes qui peuvent altérer les moyens mou- 
vements des trois premiers satellites de Jupiter ne troublent point le 
rapport précédent entre ces mouvements; d’ou il suit que, si ces corps 
sont assujettis 4 des équations séculaires, celle du premier, plus deux 
fois celle du troisiéme, doit étre égale & trois fois ’équation séculaire 
du second. 

Pour déterminer ces équations, nous observerons que l’on a, par ce 
qui précede, 


gn? sinV = = os fG— 3i'+ ai"); 


: ee Lie ps eis ds 
on aura done, en rejetant la quantité périodique a 


dn 5 j : ; ; 
at d (t— 31'+ 20"), 
4 
dn! qm nis 
pe Ng eae eis i (rn—n 
re Ps 7 (t— 31+ 37") D 
am ae , 
n?(n'—n 
4 
dn", im .. P n'?(n —n' 
Se! (abc merry agen rS vc) 
dt am us 
13 / Y 
nr"? (n'— n") 


Si l’on integre deux fois de suite ces valeurs de dn, dn’, dn’, les 
termes proportionnels au carré du temps ¢ seront les équations sécu- 
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laires des satellites; les valeurs de ces équations seront, par consé- 
quent, 


12 |! bas t (aes ai), 


ee 
13 


na as Tae ' wax 1 es i! 
ae 7 epee ss nna ess eM e > 
am ye 
n?(nr'— n") 
fies I 
gm. ; yy U3 (n— 
co es 7 7 (i — 30'-+ 21") —=——_—— U se) 
. am & 
n> (n'— n") 
t— Bi at" 2, 
La valeur moyenne de V est 180° + ——~—.; ainsi, en supposant 


i — 37'-+ 20” positif, V serait plus grand que 180°, et l’on pourrait 
expliquer par la pourquoi toutes les Tables des satellites de Jupiter 
donnent V> 180°; mais on doit observer que les quantités 1, 1’, v” 
doivent étre insensibles relativement 4 an, puisque, autrement, elles 
produiraient, dans les moyens mouvements des satellites, des équations 
séculaires que l’intervalle de temps écoulé depuis leur découverte jus- 
qu’a nos jours aurait rendues tres sensibles. On pourrait, a la vérité, 
diminuer ces équations par différentes suppositions sur les valeurs de 
m, m’,m",i,v,t”. Supposons, par exemple, le satellite m extrémement 
petit relativement a m’ et am’, et qu'il se meuve dans un milieu résis- 
tant qui ne s’étende pas jusqu’a l’orbite du second satellite; on aura 


g=4, U= 0, ’=0. Les équations séculaires des trois satellites seront 


L 
- On rra donc s Sap pee 
pou upposer —, 


nulles, et V sera égal 4 180° + — 
égal a plusieurs minutes, sans qu’il en résulte aucune équation sécu- 
laire sensible dans les mouvements des satellites; car, si, d’un cété, le 
milieu dans lequel se meut le premier satellite tend a accélérer son 
mouvement en l’approchant de Jupiter, d’un autre coté, l'action des 
deux autres satellites détruit l’effet de ce milieu et conserve au pre- 
mier satellite son moyen mouvement et sa moyenne distance. Mais ces 
hypotheses et toutes celles du méme genre sont trop peu vraisembla- 


bles pour étre admises; on doit donc regarder I’équation 


Oe SO 
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comme une condition a laquelle les époques des Tables doivent néces- 
sairement satisfaire. 


XIII. 


Sur les excentricités et les inclinaisons des orbites des planetes. 


Considérons présentement le second objet que nous nous sommes 
proposé de traiter dans ce Mémoire, et cherchons a établir d’une ma- 
niere générale que les excentricités et les inclinaisons des orbites des 
planetes sont constamment renfermées dans d’étroites limites; pour 
cela, nous allons rappeler ici les principaux résultats de la théorie 
connue des inégalités séculaires. 

Si l’on prend pour plan fixe celui de l’écliptique & une époque don- 
née, et que l’on compte les longitudes de l’équinoxe correspondant 
supposé invariable; si lon nomme ensuite m, m’, m’, ... les masses 
des planetes, celle du Soleil étant prise pour l’unité; a, a’, a” les demi 
grands axes de leurs orbites; ea, e’a’, ea”, ... leurs excentricités; 
Vv, V’, V’, ... les longitudes de leurs aphélies; 6, 6’, 0”, ... les tan- 
gentes des inclinaisons de leurs orbites sur le plan fixe; enfin I, I’, 
I’, ... les longitudes de leurs neeuds ascendants; les quantités esinV, 
ecosV, e’sinV’, e’ cosV’, ..., 9sinI, 9 cosI, 9’ sinI’, 0’ cosI’, ... seront 
données par des équations différentielles linéaires du premier ordre, 
dont les coefficients sont constants. Les excentricités et les inclinai- 
sons étant fort petites, le systeme des équations relatives aux excen- 
tricités est indépendant du systeme des équations relatives aux 
inclinaisons; en sorte que le premier systeme est le méme que si les 
orbites étaient dans le méme plan, et le second est le méme que si les 
orbites étaient circulaires. 

En intégrant le premier systeme, chacune des quantités esinV, 
ecosV, e’sinV’, e’cosV’, ... est exprimée par la somme d’un nombre 
fini de sinus et de cosinus d’angles proportionnels au temps ¢; les 
nombres par lesquels il faut multiplier ce temps, pour former ces 
angles, étant les racines d’une équation algébrique d’un degré égal 
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au nombre des planétes, nous représenterons cette équation par (/). 
La méme chose a lieu relativement aux équations du second systeme ; 
mais l’équation dont dépend la formation des angles n’est pas laméme 
que pour le premier systeme; nous la représenterons par (4’). On 
peut consulter, sur cet objet, les Memoures de cette Académie pour 
Vannée 1772, deuxieme Partie, page 361 ('), et les Mémozres de U’ Aca- 
démie de Berlin pour l'année 1782, pages 243 et 262. 

Si toutes les racines des équations (£) et (4’) sont réelles et iné- 
gales, les valeurs des quantités précédentes ne renfermeront ni arcs 
de cercle ni exponentielles, et par conséquent elles resteront toujours 
fort petites; il n’en sera pas de méme si quelques-unes de ces racines 
sont égales ou imaginaires, car on sait qu’alors les sinus et les cosinus 
se changent en arcs de cercle ou en exponentielles; mais, quelle que 
soit la nature des racines de ces équations, les valeurs de esinV, 
ecosV, e’sinV’, e’cosV’, ... seront toujours comprises dans les formes 
suivantes : 


esinV =afli+6 fli+...tyt +iht’-1+...+h, 
ecosV =pf¥ +e fi'+...4- 00 +00 '+...4-1, 
e'sin Vi= a! fit+ 6’ fla... yt + NOHO +. +h, 


e'cosV/= p! fi'+ e fll+...4 0804+ Vr1+...+U, 


f étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité. Les 
coefficients a, 6, u, ¢, ..., a, 6, w’, e, ... des exponentielles sont 
des quantités réelles sans exponentielles, mais qui peuvent étre fonc- 
tions de l’are z et de sinus et de cosinus d’angles proportionnels a cet 
ares lesrquantiiles.y,. A, dt, ween .ii.d, Yh O NU, waiag 1, 2. SOnt 
réelles, sans arcs de cercle ni exponentielles, et par conséquent con- 
stantes ou périodiques. 

Supposons que, abstraction faite du signe, onaitz > 7’, >v’,... 
e étant égal a (esinV)* + (ecosV)*; on aura 


et= (a? + pp?) fe .. (pe) ere. EP. 


(1) OEuvres de Laplace, t. VII, p. 406. 


OEuvres de L. — XI. 12 
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On aura pareillement 


Gi (ort pe alt) fF ec CP ei oe tae ree 


et ainsi de suite; on aura donc ainsi les valeurs des excentricités des 
orbites. 

Ces valeurs ne peuvent servir que pour un temps limité, apres 
lequel, les excentricités devenant fort grandes, la supposition qu’elles 
sont peu considérables et d’apres laquelle elles ont été trouvées cesse 
détre exacte; on ne peut donc étendre a un temps quelconque les 
résultats obtenus dans cette supposition, qu’autant que l’on est assuré 
que les racines de l’équation (4) sont toutes réelles et inégales; mais 
il serait trés difficile. d’y parvenir par la considération directe de cette 
équation. Voici un moyen fort simple de prouver que ni les exponen- 
tielles /“, /“’, ..., nil’are ¢ et ses puissances ne se rencontrent point 
dans les valeurs de esinV, ecosV; e’sinV’, e’cosV’, .... 


XIV. 


Reprenons l’équation (9) de l’article IV; si l’on suppose e et 4 trés 
petits et que l’on néglige les quantités des ordres e*, e? 4? et 0*, elle 


donnera 
c= myVa+m'Vai +...—im(es+ 6) Va —4im'(e? + 67) Val —...; 


mais les moyennes distances des planétes au Soleil ne sont point trou- 
blées par leur action mutuelle; on aura donc 


m(e?+ 6) Va +m! (e+ 6) \/a' +...= const. 


Nous avons observé, dans l'article précédent, que les valeurs de e, e’, 
e”, ... sont données par des équations indépendantes de celles qui 
donnent les valeurs de 0, 6’, 0’, ..., en sorte qu’elles sont les mémes 
que si 9, 6’, 6”, ... étaient nuls; mais l’équation précédente devient, 
dans cette hypothése, 


Const. == mera -- milelty/ats ee 
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Les valeurs de e, ¢’, ...-doivent donc satisfaire a cette équation, apres 
un temps quelconque. 


Si lon y substitue les expressions générales de ces quantités, que 
nous avons données dans I’article précédent, on aura 


const.= [mya (a?+p?)+m'Va'i (a? +p?) +... ] fee... 
co + [mia (y2-+ 92) + m' Val (y? +07) +...] ee" +... 
a mila(h?+ 2) PEM VO (hea [yen oe 


cette équation devant avoir lieu quel que soit z, il est nécessaire que 
les coefficients des exponentielles et des puissances semblables de ¢ 
disparaissent d’eux-mémes; en égalant donc a zéro le coefficient de /?”, 


on aura 
O== mia (a+ p*) +m! Va! (a? + pl?) +...3 


mais mya, mya’, ... sont des quantités positives, et a, u, a’, uw’, .. 
sont des quantités réelles; l’équation précédente ne peut conséquem- 
ment subsister qu’en supposant a=o0, w= 0, a =0, p’=0, ..., 
d’vti il suit que les exponentielles ne se rencontrent point dans les 
valeurs dee, e,.... 


L’équation (6) donne encore, en égalant a zéro le coefficient de 2°’, 
o= mia (y?+ 92) + m Va! (y?+ 9?) +..., 


dott l’on tire 


Ainsi, les valeurs de e, e’, ... ne renferment point d’arcs de cercle; 
elles se réduisent par conséquent aux quantités périodiques 


RE NO eT. ee 


et ces quantités ont entre elles, en vertu de l’équation (0), la relation 


suivante S td 
const. = mV/a(W+P) +m Val (h? +1?) +..., 


de maniére que, dans le développement du second membre de cette 
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équation en sinus et en cosinus, les coefficients de chaque sinus et 
de chaque cosinus doivent disparaitre d’eux-mémes. 

Si l’on applique les mémes raisonnements aux expressions de 9, 0’, 
)”, ..., on s’assurera qu’elles ne renferment ni exponentielles ni arcs 
de cercle, et qu’elles se réduisent & des quantités périodiques. En 


supposant, comme dans l’article IV, 


6 sinl —p, 0 cosl ==, 
O sinl aap s O cosh == 9% 


on trouvera que les quantités p, g, p’, g’, ..- ont entre elles la rela- 
tion 
const. == m Ve (p?-+ 9?) + m'Va' (p+ g") +... 


les équations (10) et (11) de l’article [V donnent encore, dans la sup- 
position de p, 7, p’, 7’, ... tres petits, les relations suivantes entre ces 
quantités 

const. mq Va + mig’ (ae 2.2, 


const. = mp Va + m'p'Va'+.... 


De 1a nous pouvons généralement conclure que les expressions des 
excentricités et des inclinaisons des orbites des planétes ne ren- 
ferment ni arcs de cercle ni exponentielles, et qu’ainsi le systéme des 
planetes est renfermé dans des limites invariables, du moins lorsque 
lon n’a égard qu’a leur action mutuelle. 
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Mémoires de l’Académie royale des Sciences de Paris, année 1785; 1788. 
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Les observations ont fait apercevoir dans les mouvements de Jupiter 
et de Saturne des variations considérables dont on ignore les lois et 
la cause. La comparaison des observations modernes aux anciennes 
parait indiquer une accélération dans le mouvement de Jupiter et un 
ralentissement dans celui de Saturne; mais les observations modernes 
comparées entre elles offrent un résultat contraire, et M. Lambert a 
remarqué que, depuis Hevelius jusqu’a nous, le mouvement de Jupiter 
s’est ralenti et que celui de Saturne s’est accéléré d’une maniére sen- 
sible. M. de la Lande a, de plus, observé que le moyen mouvement de 
Saturne, conclu des oppositions de cette planete, vers l’équinoxe du 
printemps, est depuis un siécle plus rapide que celui qui résulte des 
oppositions observées vers l’équinoxe d’automne, et, pour prouver 
que cette différence ne dépend point de l’attraction de Jupiter, il l’a 
établie sur des oppositions dans lesquelles les circonstances des mou- 
vements de Jupiter et de Saturne étaient & peu pres semblables. 

Jusqu’a présent la théorie de la pesanteur universelle n’a pu rendre 
raison de ces phénoménes; on ne voit méme rien dans les résultats 
analytiques auxquels les géometres sont parvenus sur ce sujet qui 
puisse conduire a les expliquer. Je me propose ici de faire voir que, 
loin d’étre une exception au principe de la pesanteur, ils en sont une 
suite nécessaire, et qu’ils présentent une nouvelle confirmation de ce 


principe admirable. 
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Cet Ouvrage est divisé en trois Sections; j’expose dans la premiére 
une théorie analytique des inégalités périodiques et séculaires de 
Jupiter et de Saturne qui naissent de leur action mutuelle. Je me suis 
surtout attaché 4 donner a mes résultats une forme simple et commode 
pour le calcul, et, comme je les ai vérifiés avec beaucoup de soin et par 
différentes méthodes, je crois pouvoir répondre de leur exactitude. Ce 
qui distingue principalement cette théorie de celles qui l’ont précédée 
est la considération des inégalités dépendantes des carrés et des puis- 
sances supéricures des excentricités et des inclinaisons des orbites. 
Les géométres n’avaient eu égard, dans ces recherches, qu’aux pre- 
mieres puissances de ces quantités; mais j’ai reconnu que cette ap- 
proximation est insuffisante dans la théorie de Jupiter et de Saturne, 
et que leurs principales inégalités sont données par les approximations 
suivantes, qu il faut étendre jusqu’aux quatriemes puissances des 
excentricités. Les moyens mouvements de ces deux planétes sont tels 
que cing fois celui de Saturne est 4 fort peu pres égal a deux fois celui 
de Jupiter, et ce rapport produit dans les éléments de leurs orbites des 
variations considérables dont les périodes embrassent plus de neuf 
siécles et qui sont la source des grands dérangements observés par 
les astronomes. Les méthodes ordinaires conduiraient pour les déter- 
miner a des calculs d’une excessive longueur; heureusement, la méme 
considération qui force de recourir 4 ces inégalités simplifie leur 
détermination : je donne, pour y parvenir, une méthode facile et tres 
approchée. 

La seconde Section a pour objet la théorie de Saturne. Pour avoir 
ses inégalités, il suffit de substituer ses éléments et ceux de Jupiter 
dans les formules analytiques de la premiére Section; mais les élé- 
ments des Tables astronomiques n’ont pas la précision nécessaire 
dans une recherche aussi délicate, parce que, dans la formation de 
ces Tables, on n’a point fait entrer les différentes inégalités de Jupiter 
et de Saturne. Une premiére approximation m’a fait connaitre A fort 
peu pres les changements qu’ils doivent subir, et ces éléments ainsi 
rectifiés m’ont donné les valeurs exactes des inégalités de Saturne. 
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La plus considérable de toutes ces inégalités dépend de cing fois le 
moyen mouvement de Saturne moins deux fois celui de Jupiter; sa 
période est d’environ neuf cent dix-neuf ans, et sa valeur, qui diminue 
par des degrés insensibles, était au milieu de ce siécle de 48’44”. Le 
mouvement de Jupiter est soumis & une inégalité correspondante dont 
la période est exactement la méme, mais dont la valeur affectée d’un 
signe contraire est plus petite dans la raison de 3 & 7. On doit rap- 
porter a ces deux grandes inégalités, jusqu’é présent inconnues, le 
ralentissement apparent de Saturne et l’accélération apparente de 
Jupiter. Ces phénomenes ont atteint leur maximum vers 1560; depuis 
cette époque, les moyens mouvements apparents des deux planétes se 
sont rapprochés sans cesse de leurs véritables moyens mouvements. 
Voila pourquoi, lorsque l’on a comparé les observations modernes 
aux anciennes, le moyen mouvement de Saturne a paru plus lent et 
celui de Jupiter plus rapide que par la comparaison des observations 
modernes entre elles, tandis que ces dernieres ont indiqué une accé- 
lération dans le mouvement de Saturne et un ralentissement dans 
celui de Jupiter : si l’Astronomie etit été renouvelée trois siécles plus 
tard, les observations auraient présenté des phénomenes contraires. 
Les mouvements que l’astronomie d’un peuple assigne a Jupiter et a 
Saturne peuvent donc nous éclairer sur le temps ot elle a été fondée; 
je trouve ainsi, par mon analyse, que les Indiens ont déterminé les 
moyens mouvements de ces deux planétes dans la partie de la période 
des deux inégalités précédentes ot le moyen mouvement apparent de 
Saturne était fort lent et celui de Jupiter trés rapide. Deux de leurs 
principales époques astronomiques, dont l'une remonte a l’an 3102 
avant notre ére et dont l’autre se rapporte a l’an 1491, remplissent a 
peu pres cette condition. 

La théorie de Saturne renferme encore une inégalité remarquable 
dont la valeur est & peu pres de 10 minutes et qui coinciderait avec 
les inégalités du mouvement elliptique si le double du moyen mou- 
vement de Jupiter était parfaitement égal a cing fois celui de Saturne. 
C'est d’elle que vient, en grande partic, le dérangement observe 

Okuvres de L. — XI. 13 
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par M. de la Lande dans le mouvement de Saturne et le peu d’accord 
des variations de l’aphélie de cette planéte avec la théorie de ses iné- 
galités séculaires. 

La réunion des inégalités produites par l’action de Jupiter avec celles 
du mouvement elliptique forme la théorie complete de Saturne, mais 
les éléments de son orbite, quoique fort approchés, avaient encore 
besoin de légéres corrections. J’ai choisi, pour cet objet, vingt-quatre 
observations disposées d’une maniére avantageuse, et je suis parvenu 
aux véritables expressions du rayon vecteur de Saturne et de son 
mouvement en longitude et en latitude. On peut, sans erreur sen- 
sible, étendre ces formules a plus de deux mille ans dans le passé et 
4 mille ou douze cents ans dans l’avenir. Leur accord avec un grand 
nombre d’oppositions modernes et avec les observations anciennes 
prouve a la fois la justesse et la nécessité des grandes équations que 
j'ai introduites dans la théorie de Saturne, et que les siécles suivants 
rendront de plus en plus sensibles; il fait voir encore le peu d’in- 
fluence des cométes sur notre systeme planétaire, puisque Saturne, 
a raison de son éloignement du Soleil, en aurait éprouvé des déran- 
gements remarquables si leurs masses étaient comparables 4 celles 
des planéetes. 

Un résultat intéressant de ces recherches est la détermination du 
moyen mouvement sidéral de Saturne et son uniformité. Vingt-quatre 
oppositions modernes, comparées deux a deux et respectivement éloi- 
gnées de deux, de quatre et de six révolutions de Saturne, m’ont donné 
ce mouvement égal a 12°12’46’,6 dans l’intervalle de 365 jours, L’ob- 
servation la plus ancienne et la meilleure de Saturne que Ptolémée 
nous ait transmise et que les Chaldéens firent le 1° mars de l’an 228 
avant notre ére conduit, 4 55 de seconde prés, au méme résultat; ainsi 
les observations se réunissent avec la théorie de la pesanteur pour 
bannir l’équation séculaire de Saturne qui, de toutes les planétes, 
avait paru aux astronomes exiger la plus grande équation séculaire. 

La théorie de Jupiter, exposée dans la troisitme Section et com- 
parée aux observations anciennes et modernes, présente des résultats 
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semblables et le méme accord; la pesanteur universelle est done la 
véritable cause des variations observées dans les mouvements de 
Jupiter et de Saturne. La précision avec laquelle ces deux planétes 
ont obéi dans tous les temps aux lois que la Géométrie leur assigne 
en vertu de leur action mutuelle est un des objets les plus curieux du 
systeme du monde. I] aurait fallu plusieurs siécles d’obseryations 
suivies pour déterminer empiriquement ces inégalités & cause de la 
longueur de leurs périodes; ainsi, sur ce point, la théorie de la 
pesanteur a devancé l’observation. Cette confirmation nouvelle d’une 
loi qui s’accorde admirablement avec tous les phénoménes célestes, 
et a laquelle les seuls dérangements de Jupiter et de Saturne sem- 
blaient faire exception, ne laisse aucun doute sur son existence et 
sur ses avantages, en sorte que ses résultats doivent obtenir la méme 
confiance que les observations les plus précises. 

Il restait cependant encore un phénoméne céleste, l’accélération du 
moyen mouvement de la Lune que I’on n’avait pu, jusqu’ici, ramener 
aux lois de la pesanteur : les géométres qui s’en étaient occupés 
avaient conclu de leurs recherches qu’il ne peut étre produit par la 
gravitation universelle, et, pour l’expliquer, on avait eu recours a 
différentes hypotheses, telles que la résistance de l’éther, la trans- 
mission successive de la gravité, l’action des cométes, etc. Mais, 
apres diverses tentatives, je suis enfin parvenu a découvrir la véri- 
table cause de ce phénomene. J’ai trouvé que l’équation séculaire de 
la Lune résulte de l’action du Soleil sur ce satellite, combinée avec la 
variation de l’excentricité de l’orbite terrestre. Elle est périodique et 
dépend des mémes arguments que le carré de cette excentricité : 
quand celle-ci diminue, comme cela a lieu constamment depuis les 
observations les plus anciennes jusqu’a nous, cette équation accélére 
le moyen mouvement de la Lune; elle le ralentit quand l’excentricité 
vient & croitre. Cette théorie s’accorde aussi exactement qu’on peut 
le désirer avec les observations les plus anciennes, et, par la, elle com- 
plete le systeme de la pesanteur universelle dont tous les phénomenes 
célestes, sans exception, concourent maintenant a démontrer la verite. 
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SECTION PREMIERE. 


THEORIE ANALYTIQUE DES PERTURBATIONS DE JUPITER ET DE SATURNE. 


I. 


Equations générales des mouvements de Jupiter et de Saturne. 


Soient x, y, s les coordonnées rectangles de Jupiter, rapportées au 
centre du Soleil; soit m la masse de cette planete, celle du Soleil étant 
prise pour unité; soient 2’, y’, ’ les coordonnées de Saturne et m’ sa 


masse; soit de plus 


| 


i el see) lyon ele 


L’action du Soleil sur Jupiter, décomposée parallelement a I’axe 
Ser ey wis xX . . 

des x et dirigée vers l’origine sera —; l’action de Saturne sur Jupiter, 

décomposée parallélement au méme axe et dirigée dans le méme sens 


a , On : 
que la premiere, sera m’(a# — 2’)A* ou —m'—.- Ces deux actions 


0 
réunies solliciteront donc Jupiter parallélement a l’axe des x et vers 
ie : . A. Pee , OX : 
Vorigine des coordonneées avec une force égale & = — m “. Mais, 
. x 


comme dans la théorie des planétes on suppose le Soleil immobile, il 
faut transporter én sens contraire a chacune d’elles les forces dont il 
est animé; or, cet astre, en vertu des actions réunies de Jupiter et de 
Saturne, est sollicité parallelement a l’axe des x et en sens contraire 


MX mi! a! 


—7-3 ainsi Jupiter, dans 


de leur origine par une force égale 4 — 


son mouvement relatif autour du Soleil, est sollicité vers cet astre par 
une force paralléle a |’axe des x et égale a 


(it m)e ma! , OA 


re re Ox 
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Si l'on change successivement, dans cette expression, x et a’ dans y 
et y’, et dans = et z’, on aura les forces qui sollicitent Jupiter paralle- 
lement aux axes des y et des z, et vers l’origine des coordonnées; en 
nommant donc dz l’élément du temps et en le supposant constant, les 
principes connus de Dynamique donneront les trois équations diffé- 


rentielles suivantes : 


Peete! (i+m)zc , m'z!' , On 
a aie rs ph Ox 
To SR Oe a ee Oh 
~ mare, poe pe my ay’ 
Ms d*s (1+ m)s mz! , OA 
de ifs re Os 


La considération du mouvement de Saturne autour du Soleil donnera 


pareillement les trois équations suivantes : 


Pa (RNs me Oh 
= - m 

dt? iPr: Pe Oa" 

B OV ee ny Oh 
( ) Os= de i 7/3 "ps3 ih oy! ? 

~ dz! (1+ m’')z' 4. ms nah 
= —— 7 : 

dt? gfe ip Oz 


C’est de l’intégration de ces six équations différentielles que dépend 
toute la théorie des mouvements de Jupiter et de Saturne. 


Whe 


On peut facilement en obtenir quatre intégrales premiéres de la 


maniere suivante. 
On multipliera la premiere de ces équations par 


2m(mda-—+m'dz') 


2m dx — ; 
t+ m-—-m 
la deuxiéme par 
2m(mdy + m' dy’) 
amdy — ———- 
RS Sei 
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la troisiéme par 
am(mdz + m' dz') 
2 


2m dz ; 
it+m+m 
la quatriéme par 
2m'(mda + m'dz') 
/ Y 
am! da' — ; ) 
I+m+m 
la cinquieme par 
am'(mdy + m'dy' 
2m! dy' — ( Oe . a, 
I+m+m 
enfin la sixieme par 
Ne ae 2m'(mdz-+ m' dz’). 


se 70, $= 770! 2 


en ajoutant ensuite toutes ces équations et en observant que l’on a 


ah on 
tae Ox!’ 
__ Oh On 
poy oy” 
6 woh 1 Oh 
—~ ds | Oz! 


on formera l’équation suivante : 


TO: 2m(dzx dx + dy d*y + dz d’s) 
on de 


2m! (da! d? a! + dy' d*y'+ dz' d*z') 
dt? 


2(mdzx-+m'dz') ma@x+m' dx2' 
r+ m-—-+ mi! dt? 


2(mdy + m'dy') md?y + m'd?y' 
I+ m+ m! dt? 


2(mdz-+m'dz' md*z +m! d?z' 
1+ m+ _m’ dt’ : 


. mar m! dr' 
+ 2 Dae 2mm’ di. 


r 


THEORIE DE JUPITER ET DE SATURNE. 103 


Cette équation donne, en l’intégrant, 


_¢_, m(dx*+ dy?+ ds?) | m'(da'*+ dy'?+ dz) 
eee de? . dt? 


a (m dx + m' dz')? + (mdy + m' dy')?+ (mdz + m' dz')? 
Ge m-- m') dt 


TT: Pe TR : 
2 + — 2mm'd, 
i ir 


J étant une constante arbitraire. 


Si ’on multiplie encore la premiere des équations différentielles de 
larticle précédent par 


m(my + m'y') 


m t 
y I+ m+ mi’! 
la seconde par 
m(ma—+m!' z') 
Ma — -— 
1I+m-+m 
la quatrieme par 
/ jf / 
pat yi Mlny + m'y!), 


I-+m-+m' 

et la cinquieme par 

m' (max + m' x") 
I+ m--m’' 


m' a! 


si l’on ajoute ensuite ces équations, en observant que l’on a 


a oh ; on ae oF yk 
Oe SARS ADO dy! > Oa’ 
Sol or ah. aM 
~ Oe Oa’ ay oy, 


on aura 
Smee y yaa), min ey —y' aa ) 
dt dt? 


mxz+m's' mdy-+m' dy! 
I+ m-—+m' ae 


my +m'y' m@a+m' dad z' 
[+ m+ m' dt? 


vl 
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équation dont l’intégrale est 


m(xdy—ydz) , m'(x2'dy'—y'dz') 
eS T 


dt dt 
ma+m's' mdy+m'dy' 
9 —_ 
2) 1-+ m+ m' dt 


my +m y' mdx+m'dz' 
[4-7 -— mm’ dt , 


c étant une constante arbitraire. 
Si l’on change dans cette intégrale y en z, on aura 


_ m(a2dz—zdz) : m!' (2'dz'— z'dz') 
dt dt 


ma+-m'a' mdz + mi dz! 


ee Se it 


mz —+m's' mdx +m dz! 
tte Os ya dt 


b] 


c’ étant une nouvelle arbitraire. 
Enfin si, dans cette derniére intégrale, on change x en y, on aura 


ne m(ydz—szdy) is m'( y'dz' — z'dy') 


dt dt 
(4) my +m'y' mdz +m' ds! 
H res Tp 5 7p" dt 
_ msz+m's' mdy+m'dy' 
Te my ee at ‘ 
c” étant une arbitraire. 
Il. 


Les quatre intégrales précédentes sont les seules que l’on peut 
obtenir dans l’état actuel de l’Analyse; elles sont insuffisantes pour 
déterminer le mouvement des deux planetes m et m’, mais elles don- 
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nent, entre les variations séculaires des éléments de leurs orbites, des 
rapports intéressants que nous allons déterminer. 

Pour cela, nous observerons que les masses m et m’ étant fort 
petites, on peut, a chaque révolution, considérer les orbites de Jupiter 
et de Saturne comme étant a tres peu pres elliptiques; mais I’action 
mutuelle de ces deux planetes change la nature et la position de leurs 
ellipses, par des nuances insensibles dans un court intervalle, et que 
la suite des temps rend tres remarquables. Ces ellipses, dans leurs 
variations, conservent entre elles des rapports constants qui résultent 
des intégrales précédentes. Soient a le demi grand axe de I’ellipse 
de m; ea son excentricité; 9 la tangente de l’inclinaison du plan de 
cette ellipse sur le plan des x et des y; I angle que fait l’intersection 
de ces deux plans avec l’axe des x. Soient, de plus, 


G sini =p, Gcosl =9; 


on aura, par la nature du mouvement elliptique et en négligeant m 
vis-a-vis de l’unité, 


dx? +- dy* + dz? a I 
dl? r 


xwdy—ydx __ a(i— e?) 
eo ieegt Ride ie, 
xds—sdx__ Gh ep) 
dt TaN raneiat 
yds —ady , faliet) 
dt ee, I+ ¢ 


Si l’on marque d’un trait les lettres a, e, 9, p, g, pour avoir celles 


qui sont relatives 4 m’, ces équations subsisteront encore en accen- 
tuant les lettres qu’elles renferment. Cela posé, si l’on substitue les 
valeurs de leurs premiers membres dans les intégrales (1), (2), (3) 
et (4); sil’on néglige ensuite les quantités constantes ou périodiques 
de ordre m?, on aura, entre les éléments des ellipses des deux pla- 
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netes, les quatre équations suivantes : 


ne UL? 


Ce a! (1 — e!) 
Cm 
1+ 3? Tea Le : 


Ainsi, en supposant que, par l’action mutuelle des deux planetes, les 
éléments a, a’, e, e, 9, 9, p, p’, 9, 7’ subissent des variations tres 
sensibles dans la suite des siécles, ces éléments doivent toujours sa- 
tisfaire aux quatre équations précédentes, dans lesquelles les con- 
stantes f, c, c’, e” sont invariables. 

Dans le cas ot le systeme renfermerait encore les planetes m’, 
m",..., u est aisé de voir que ces équations subsisteraient toujours 
en ajoutant a leurs seconds membres des termes semblables a ceux 
qu’ils renferment et relatifs & chaque nouvelle planéte. 


INS 
Reprenons les équations (A) de l’article I. Si l’on multiplie la pre- 
miére par dx, la seconde par dy, la troisieme par dz, et qu’on les 
ajoute; si l’on fait ensuite 


xa'+- yy'+ 22! 
ao 


R= —h, 
on aura 
__ dada+dy dy +dzd*z 
yal dt? 


dr 
(1+ m) > + m'dR, 


la caractéristique différentielle d ne se rapportant qu’aux coordonnées 
x, y, 2 de la planéte m. On aura done, en intégrant, 


dy* +- dz? 
a gee dx? ee 2(1+ m) , i+m ) am! dR. 


r 
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. 9 . . . oa L O 
Si l'on multiplie pareillement la premiére des équations (A) par 2, 
la seconde par y, la troisitme par z, et que l’on ajoute leur somme 
’équation (a), on aura 
fee ePae+y@Py+ sd*z+ dx*4+ dy+dz 1+m Poa 


dt? 7 a 
am! faR +m! (ao a f 2) 


ou, ce qui revient au méme, 


eer Bee e)s O(a ie) ; ey ae OR OR 
= ar ; eae rm! {aR + aml( 0 = ey ay “5s): 


L’intégrale de cette équation donnera la valeur de 7, dans la supposi- 
tion du mouvement elliptique, en y faisant m’=o0. Supposons que 
action de m’ augmente cette valeur de la quantité mdr, on changera 
dans l’équation précédente r dans r+m'ér, r étant ici le rayon vecteur 
dans l’hypothese du mouvement elliptique; en développant ensuite 
les différents termes de cette équation par rapport aux puissances 
de m’, les termes indépendants de m’ se détruiront d’eux-mémes par la 
nature du mouvement elliptique; et, si l’on néglige, comme nous le 
ferons toujours dans la suite, les carrés et les produits des masses 
perturbatrices, on aura, pour déterminer ¢r, l’équation différentielle 


_ @(rér) | ror OR OR , _OR 
(b) OES de 1 Pp) T a faR+ aso +75, iar 


les valeurs de 7, x, y, 3, 7’, x’, y’, 3’ étant relatives au mouvement 
elliptique des planetes m et m’. 
Maintenant, les équations (A) de l'article I donnent, en y supposant 


met m’ nuls, 
a’ x x dy 

i SA 2s ss: 
dl r3 dl? re 


[ @ eons 


. . . “4 ’ . S ’ ? 
si l’on multiplie la premiere de ces deux équations par ror, et qu on 
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l’ajoute a l’équation différentielle en ¢7, multipliée par — x, on aura 


ror@ax—axd (ror) _ OR OR\, 
ve de 20 faR—2(2 5, a saad 


d’ou l’on tire, en intégrant, 


oie es 2 fedif aR —fea(osry op #5)" 


En changeant x en y, et réciproquement, dans cette intégrale, on aura 


la suivante : 


pa ee BS, afyae far — [yaar on sys +25): 


En ajoutant la premiere de ces intégrales, multipliée par y, a la 


seconde, multipliée par — a, on aura 
, ady—yde f Man. ewok hdr 
peri a i = iy, +z =) 
yes oR 
—ay f edt far — —y fedt(ose a a oe): 
mais on a, dans l’hypothése elliptique, 


oe EE a(1—e?), 
WV Samira? 


et, si l’on nomme né le moyen mouvement sidéral de m, on a 


u 
Wp ss an 
a 


On aura done 


| ae fndty faR+xfnacy(oR +y + oR) 


[nar finde fan dead = tye +25) 


I €2 
I+ @ 


a6 


: or ; 
Cette expression de — ne dépend que des quadratures des courbes, 
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puisque les quantités r, w, y, z, r’, 2, y’, 2’ qu’elle renferme étant 
relatives au mouvement elliptique de m et de m’, elles sont données 
par la nature de ce mouvement en fonctions du temps ¢. 


Vis 


Les équations (A) de l’article I, multipliées respectivement par x, 
y, et ajoutées ensemble, donnent 


r A? d? 4 22 
on2 sd ae d | as oR os 


orona 
aPae+ydy+s3d?s= }d’r?— (dx*?+ dy? + dz’); 
et, si on nomme dp l’angle infiniment petit intercepté entre les deux 


rayons vecteurs r et r + dr, on aura 


dx? + dy? + d3*= dr? + r? dp. 


On aura donc 
“ta -ydy+24@2=rdr—r' de?, 


partant 
_reé@r—rid¢e I+ m 
— dt? 


—+- m' (ese le +25"). 
Ox oy Os 

Supposons que l’action de m’ augmente la valeur de ¢ de la quantité 
m’ Cv, en sorte que l’on ait y=» +m’ ov, la quantité » dans le second 
membre de cette équation étant relative au mouvement elliptique; si, 
dans l’équation différentielle en 7, on substitue cette valeur dev, et au 
lieu de 7, r-+m’ér, les termes indépendants de m’ se détruiront d’eux- 
mémes par la nature du mouvement elliptique, et la comparaison des 


termes multipliés par m’ donnera 


rd@or+or@r—2rdrdy?—2rrdvddy or oR OR Ok. 
o= as ae 
dt? 


= Se ye TY oy ©? os? 


or on a, par la théorie du mouvement elliptique, 


redy = dtVa(s —e), 
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et ’équation différentielle précédente en r donne, dans la supposition 
de m et dem’ nuls, 
FOG a7 [ 
ae ae pe 


On aura done 


_ra@ér—ordr 3dr  2ddv CPSs OR- OR oR s 
F dl hit dt 


2 === ie 
Cosh ad ge dei 


Si l’on substitue dans cette équation, au lieu de rér, sa valeur tirée de 


’équation (db) de l’article précédent, on aura 


2ddv j———.~ 

ay -\/a(1— e?) 

Led dor=crdn), sd 0r), 4 OR ele OR. Ok. 
Sep ey +6 fan+ (or a +252)3 


x ° ° , . A . GQ 
d’ou l'on tire, en intégrant et en substituant — au lieu de a’, 


ee + 8afndt far+ra nao eee 
Ox Oy Oz } 


a*ndt 


6 OOS 
ee a 


VIC 


Si Pon multiplie la premiére des équations (A) de Varticle I par 
— y, et qu’on l’ajoute a la seconde multipliée par 2, on aura 


2 os 2 
ad*y. ree em (as SE) 


[8 Saezss 
dt? 


ce qui donne, en intégrant, 


dy == VaR aos oi ait OR 
=c+m fas —25,), 


dt 


ce étant une constante arbitraire. On aura pareillement les deux inté- 


vds—sdx_ oR 
Sart (6! sa iig! false 5) 


y dz — dy ee, oR 
err | aa elim! dt (ss -y5) 


grales 
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ce’ et c” étant deux arbitraires. En multipliant la premiere de ces deux 
intégrales par y, et en l’ajoutant & la seconde multipliée par — a, on 


aura 
zcdy—yd 
si = cy — tomy f dt(s — x) 
—m ‘a f also —y se) 
YO 
zrdy —ydax , 
on aura donc, en substituant au lieu de a sa valeur, et en né- 


gligeant les quantités de l’ordre m?, 


ee OD OE nm, eee a vl rok 
c Ox oy 


' : cly —c"a 
L’équation z = a est celle d’un plan fixe que nous pouvons 
considérer comme le plan de Vorbite primitive de m; en supposant 
donc que la planéte ne quitte point ce plan, on aura 

ecy—cx. 


ate 3 


Cc 


mais, comme le plan de l’orbite est variable, nous ferons 


er alee + mdz. 
ae 
croissement de cette tangente, dit a ce que la planéte quitte le plan 
m' dz 
Vo+y 
tude de m, dans la supposition ow cette planéte resterait sur le plan 
de Vorbite primitive, et m'és l’accroissement de s, di a ce quelle 


La tangente de la latitude de m sera - » et par conséquent l’ac- 


de l’orbite primitive, sera ————- Si l’on nommes le sinus de la lati- 
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quitte ce plan, on aura 
OZ mids | 
a -; 


vay? (st) 


mais ona 
Veryaryi—s, 
partant 
/ 
f mr os 
Th 0s = = 
LS: 


Cela posé, si dans l’expression précédente de z on substitue, au lieu 


de z 
; cy —c"x cy—c'x  m'rds 
— m' 03 ou SS ie 3 


si l'on observe ensuite que l’on a, par l’article HI, 


VEE 4) 
= Tiree 


on trouvera 


[ an ye 
55 — SU BEES finde(a t= xa) 


vi-eé dy? dx 
G) : i 
rVi—e? @ Oz 
Bese 2 
GRASSY DSO nat (2-752) 
rVi— e? oy Oz 


les valeurs der, v, y, z, 2’, y’, 2’ étant relatives au mouvement ellip- 
tique des planetes m et m’. 


NIE. 


Des perturbations de Jupiter et de Saturne, en portant approximation 
jusqu aux premicres puissances des excentricités et des inclinaisons 
des orbites. 


Les formules (5), (6), (7) suffisent pour déterminer le mouvement 
de la planéte m. Elles peuvent étre employées avec avantage dans la 
recherche des perturbations des cométes par l’action des planétes. 
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Le calcul des altérations qu’éprouvent leurs rayons vecteurs et leurs 
mouvements en longitude et en latitude se trouve ainsi réduit a des 
quadratures que l’on peut toujours obtenir par les méthodes connues 
d’interpolation; mais, dans la théorie des planétes, la considération 
des orbites peu excentriques et peu inclinées les unes aux autres peut 
conduire a des expressions analytiques de ces perturbations et faire 
connaitre la nature des orbites qu’elles décrivent, par des équations 
fort approchées qui embrassent les siecles passés et & venir. 

Pour avoir ces équations, nous reprendrons les formules (5) et (6) 
des articles IV et V. Sil’on prend pour le plan fixe des x et des y celui 
de l’orbite primitive de m, et que l’on nomme ¢ l’angle formé par le 
rayon ret par l’axe des a, on aura 


2 == 7 COS?, y= Tsing’, cae i, Ga or 


Si Pon nomme ensuite ¢’ langle que la projection de 7’ sur le plan fixe 
fait avec axe des a, et s’ le sinus de la latitude héliocentrique de m’ 
au-dessus de ce plan, on aura 


pees) I2 l 
aa Ty Lae COS’, 
ear Vis” sine, 
a peay Aan 


on aura ainsi 


ec Ae 


ri? 


U4 


> 


cos( 9’ — v) — - 
V7r?— arr’ V1 —s* cos(o’— 9) +r? 


et les formules (5) et (6) deviendront 


( ; Pe OE 
2 COS ofr dtr sin ef aR +ecose fn dtr? sin oe 
) 
: ‘ i oR 
—asinv | ndtrcose | dR—sinv | ndtr? cosy — 
or or 
5) 


(8) oo Vice 


I ardor + ordr OR 
(9) oat ae rain at 4 3a finde fdR+2a f nder ere 


~ 


OEuvres de L. — XI. ims) 
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Le calcul de la valeur approchée de ér sera plus simple si, au lieu 
de la formule (8), on emploie l’équation différentielle (6) de Var- 
ticle IV, qui, a cause de n’a’= 1, peut étre mise sous cette forme 

Bra Cae 4 9e2 OR 


(10) °=—Fp tp rér-+a fdR-+r—. 


Nous considérerons ainsi les équations (9) et (10), et nous négli- 
gerons d’abord les carrés et les puissances supérieures des excentri- 
cités et des inclinaisons des orbites. 


VII. 


Dans ce cas, la valeur de R devient 


rcos(’—¢e) 1 
hg Vr? —arr'cos(e— v) +r? 


he 


Pour développer cette fonction en série, nous observerons que, si 
lon nomme nt + « la longitude moyenne dem comptée de l’axe des x; 
n't+¢ celle de m’; a la longitude de l’aphélie de m, et oa’ celle de 
laphélie de m’, ona, par la nature du mouvement elliptique, 


r—alit+ecos(nt+e—o)], 

9 =nt+e— 2esin(nt+e—@D), 
r'—a'[i+e'cos(n't+e'—oa’)], 
y= n't + e'— 2e'sin(n't+ ¢'— 0’). 


Soient 
h=e sino, l =e cosa, 


h'=e'sino’, Ue cosa’: 


On aura ; 
r-afli+hsin(nt+e)+lcos(nt+e)], 


v9 —-nt+e+2hcos(nt+e) —a2lsin(nt+e), 
r—a'[ith'sin(n't+ e') +l cos(n't+e')], 


= n't+e'+ 2h'cos(n't+e')— 2l'sin(n't+¢'). 
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Maintenant on a, par la théorie des suites, 


R=S+a[hsin(nt+¢) + lcos(nt + oe 


+ a'[h'sin (n't+ e’) + U cos(n't +e) 


+[2h cos(nt +¢) —a2lsin(nt + ai 


+ [2h' cos (n't + e') — al’ sin (n't +¢')] a 


en ayant soin de changer, dans le second membre de cette équation, 
rena,r ena’,¢ dans nt + ¢, eto dans n't +’, l’expression S étant 
ce que devient R dans ces suppositions, en sorte que l’on a 


J 


ra 


a 
Ds gia COS (nit — née a) 


Va? — saa cos (nt — ni 6’ — 2) 4 a" 


Supposons que, en développant cette fonction dans une suite ordon- 
nee par rapport aux cosinus de l’angle n't — ni + ¢’ — « et de ses mul- 
tiples, on ait 


S = $A + A cos (n't — nt + ¢'-— 8) + A®) cos2 (n't — nt+2'—e)+.... 
On pourra mettre cette expression sous la forme suivante : 
S=42A™ cosi(n't —nt+e'—8), 


dans laquelle X est le signe intégral des différences finies qui, dans ce 
cas, se rapporte a la variable z, et qui embrasse toutes ses valeurs 
entiéres, depuis ¢ = — ccjusqu’a ? =>. On doit observer que A~ est 
égal a AM, et qu’il sulfit, par conséquent, de connaitre les valeurs de 
A® relatives a 7 positif. 
Il est visible, par la nature de R, que lon a 
pOR _ OR. 
or da’ 
de plus, cette quantité étant une fonction homogéne en r et r’ de la 


dimension — 1,ona 
Tr aR ie 
or — ee 
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d’ailleurs, R étant fonction de « —¢, ona 


et si dans oe on change r en a,r’ en a’, » dans né+¢, et » dans 


nt+eé', on aura 
On | I 0s 


OO SOL” 
On aura, cela posé, 


R=S+a5°[hsin(nt +e) + Leos (nt +2)] 


— (8+ a ) [A’ sin(n’é +’) +l’ cos(n't+¢')] 


I 0s 3 

eS SCO sa) a ae 2) 

id) Sg a; ( ) Wu j 
—h'cos(n't+¢') +l’ sin(n't + e')]. 


IX. 


Supposons maintenant, dans les équations (g) et (10) de Var- 


ticle VII, 
mut uy ies Pe Wn 


, : or Rone Py a SF 
wet V étant les parties de — et de ov indépendantes des excentricités 


des orbites, et uw, et V, étant les parties de ces mémes quantités quien 
dépendent. Si, dans ces équations, on compare les termes indépen- 
dants des excentricités, on formera les deux suivantes, en observant 


2 I 
que n°= —) 


o dau ao - s wn , OA“ 
= NU == On on a 
dt Be eB oi 3.07 
ae e OAM  oanad® bostcnre panes 
eget eet 2 ] te ane 
Oa i, 2 IO! e ), 
AA) 2du 
\ == Bee == PS ees SS 
6 0a nat 
n 3n ; OAM ¢ 
— aA®) + 2a? =sini(n't-- nt '—e), 
oo LG — 7! da 7 Sine soteasy ss) 
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Dans ces équations : 1° le signe intégral & s’étend a toutes les valeurs 
entieres de z, la seule valeur 7=o étant exceptée, parce que nous 
avons fait sortir hors de ce signe les termes dans lesquels ¢ == 0; 2° la 
constante g est une arbitraire ajoutée al’intégrale a f dR. 

Pour déterminer cette constante, nous supposerons que nt repre- 
sente le moyen mouvement sidéral de m. Dans ce cas, le terme pro- 
portionnel au temps de I’expression de V doit disparaitre. Cette con- 


dition donne 
1 nda 
3 Ja 


of 


Si l’on substitue cette valeur dans Péquation différentielle de wu, on 


aura, apres les intégrations, 


poh _anad® : 


D iif. 
RON >> Oa n—n' 


Pin = n't — n? 


cosl(n't-— nt +e6'—e) |; 


expression de V devient ainsi 


i. OA anad 
E Dz ae a5 ia ra 
- I he i) VA Wace peer 1 1 
es (5, NO — ; sa SINU(r't — ni+e'—e) ]. 
H De i(m— n'y? ' in—n')\[2(n= n'l = n*] ( a ) 


Le signe & s’étend, dans ces expressions, a toutes les valeurs entiéres, 
positives et négatives de z, la seule valeur x = 0 étant exceptée; on 
peut ne l’étendre qu’aux seules valeurs positives de z, mais alors il 
faut doubler les coefficients des sinus et des cosinus renfermés sous 
ce signe. Je n’ai point ajouté de constantes aux expressions de wu et 
de V, parce que toutes les arbitraires du probleme peuvent étre cen- 
sées renfermées dans les parties de r et de » qui dépendent du mou- 
vement elliptique. | 

Ces valeurs fort simples de uw et de V renferment la théorie des iné- 
galités du mouvement des planétes, lorsque l’on n’a égard qu’aux 
termes indépendants des excentricités et des inclinaisons des orbites, 
ce qui suffit dans plusieurs cas. 

Nous observerons ici que, quand méme la série représentée par l’in- 
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tégrale SA cosi(n’¢ — nt + €’ — ¢) serait peu convergente, les expres- 
sions de u et de V le deviendraient par les diviseurs qu’elles acquierent 
au moyen des intégrations successives. Cette remarque, due a M. Euler, 
est d’autant plus importante que, sans cette convergence, il ett été 
impossible d’exprimer analytiquement les perturbations réciproques 
des planetes dont les rapports des distances au Soleil ne different pas 


beaucoup de unite. 


X. 


Considérons présentement les valeurs de uw, et de V,. Si l’on fait 


if, — 


OS S08 
0a dot ot 
,08 2a =) 


eo —“_[h sin(nt +e) +lcos(nt+e)] (« 


Oa © (rn —n')? Oe 


+ [Acos(ni+e¢) —lUsin (nt+e)| (« 


= et lg fi i) I I l 0s 07s 
some sin (n't + e’) + I’ cos(n't+ ¢')] en eine ai 

Wht ey Selene era sane ee ets) 

rane cos (n't +e’) —l'sin(n't+¢')] ae 


> 


Los ; ,95 30°S 
Y =[Asin(nt +e) + lcos(nt+e)] (« a +a sat) 


: 0s 0? 
1 1 ! 1 l / Cialis See 
—|[h sin(n'¢-be!) +l cos(n't-+2')] (20 oe + S| 


2a? mS) ] ; isi , 
ef -COS( 7 €)— CSIn(z 
Mrs DoE ibe) (es) 


—h'cos(n't +e) +U sin(n't+ e')], 
la comparaison des termes dépendants des excentricités, dans les équa- 
tions différentielles (g) et (10) de larticle VII, donnera les deux sui- 


vantes : 


a a? ; 
= a + nu, (Gee — Bate) [Asin (ne +e) + Leos(ne-+e)] 


d 
+2n 5 [A cos(nt+¢) —Ulsin(nt+e¢)] + an? {Xndt+ ny, 


_ 2du, 


du : 
VS Pears 2 lh sin (né+¢) -+-lcos(nt+ e)| 


+ u[hcos(nt+e)—lsin(nt+¢)]+ 3 ff Xn? dP+ofYn be 
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Si, dans l’équation différentielle en w, on substitue au lieu de u sa 
valeur et que, pour simplifier, on fasse 


ss GAN iyo Ae 
baa On 9 @ Oa? ’ 
a dA) 07 AC) 
C aA) rm +a Aai p) 
pe 3n bath td ?(n—n')[n+i(n—n')]—3n? /anad™ , JAM 
rn—n'! ) “(rn — n')?— n? is & =n ae 
0? A“) 
Bs dew we 
F (¢—1)(2t—1)n G(n—n')—n , dA“? OF MCS») 
(z) — (t—1) 2 hegre 
'- n—i(n—n') an : pied ena da sim eidatn 


cette équation différentielle donnera, aprés l’avoir intégrée, 


u,— fsin(nt +¢) +f’ cos(nt+ ¢) 


+4(hB + h'C)ntcos(nt +2) —$((B + UC)ntsin(nt + ¢) 


ADO+ AR . 

2 ; te wed 
aie Dy nine ny nt sin[i(n't nt +-¢ e)+nt+e] 
ID® + VEX) ; 

Bas i(n — n')}? ECOL Gee RGe s are8 aah ae eG 


Le signe intégral 2 s’étend, comme dans les expressions de wu et de V, 
4 toutes les valeurs entiéres positives et négatives de z, la seule valeur 
i= o étant exceptée, parce que nous avons fait sortir hors de ce signe 
les sinus et les cosinus de l’angle dans lequel «= 0; f et /’ sont deux 
constantes arbitraires introduites par les intégrations. 

Si l’on substitue dans l’expression de V,, au lieu de uw et de w,, leurs 


valeurs et que l’on fasse 


(0) 2 A\9) ! (1) 24 (1) 
f=h(ga ees. ewe (aa wos aoe ); 


Heese GRON ol OA) PAO 
f = (3 a iat AL 4 gh Fa ) —- (aa =p DF SG ro ) 
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| igen lial ea tRle go | | 
i—1)naA aus 2 Le cua anak) dA 
FH —— (¢—-1)na : 5 jars a — 
= n—n' e(in—n')?— nr? n—n 0a 
an? DD 
"Ti Un = ee 
: dAl-?) 
es — (t—1) (2i—1)na A) — (i—1)na@ aa anki 
Lai Ss a[n—i(n—n')| ee ae 
on aura 
V,——(AB+A'C)ntsin (nt+e)—((B4+l' C)ntcos(nt +e) 
LG) eee 
+a j= *s as AD sin [i(n't—nt+ e’'—e)+nt+e] 
ABO + h'G ; 
ae ae Boi cos[i(n’t —nt + ¢e'—¢e)+nt+e] |. 


Le signe intégral & s’étend encore a toutes les valeurs entiéres posi- 
tives et négatives de z, la seule valeur « = o étant exceptée. En déter- 
minant, comme nous venons de le faire, les arbitraires f et /”, la valeur 
de V, ne renferme le sinus et Je cosinus de vt + qu’autant qu’ils sont 
multipliés par l’are nz; et, par ce moyen, 2e et o expriment dans la 
formule de la longitude de la planete m son équation du centre et la 
longitude de son aphélie a instant ow l’on fixe l’origine du temps @. 


XI. 


Reprenons maintenant léquation (7) de l’article VI et supposons 
d’abord, pour plus de simplicité, que le plan fixe des « et des y soit 
celui de lorbite primitive de m; on aura, dans ce cas, 


sO et i==s O}. 


Si lon néglige les carrés des excentricités et des inclinaisons des 
orbites et leurs produits, on pourra supposer 


g'=a'[Q'sin(n't+ e') —P'cos(n't+e')], 


P’ et Q’ étant deux arbitraires qui dépendent de l’inclinaison et de la 
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position des nceuds de l’orbite de m’, relativement au plan de l’orbite 
primitive de m. Si l’on fait ensuite 


Tt . 
— 3 oe PU 
[@— 2aa' cos(n't —nt+ ¢'—¢) +a’? }? ‘ 


Véquation (7) deviendra celle-ci 


o = 0s — a®a’ sin (nt + e) fn dt T cos(nt + ¢)[Q’sin(n't + ¢’) — P’cos(n'é + ¢’)| 


+ aa' cos(nt + e) fndtT sin (nt + ¢)[Q’sin(n’t + 2’) — P’cos(n'é+ ¢')], 


que l’on peut mettre sous cette forme différentielle 


d? 
Or Got + ntds—ntata'TLQ! sin (n't +e") — Pcos(n't-+e')]. 


és est a tres peu prés la latitude de m au-dessus du plan de l’orbite 
primitive; mais si, au lieu de ce plan, on prend pour celui des z et 
des y un autre plan queleonque qui lui soit tres peu incliné, il est 
visible que és sera encore ce qu’il faut ajouter a la latitude de m, cal- 
culée dans ’hypothese ot le mouvement de cette planete aurait lieu 
sur le plan de son orbite primitive. Maintenant, s et s’ étant a fort peu 
pres les tangentes des latitudes de m et de m’ au-dessus du plan fixe, 
dans le cas des orbites invariables, on peut supposer 


Sg sin(nt +2¢)—p cos(nt +¢), 


s'= q'sin(n't+ 8’) — p'cos(n't +8’), 


POPs 7 étant des constantes qui dépendent de la position des neuds 
et de l’inclinaison des orbites et qui sont telles que, en nommant 4 
et 6’ les tangentes de ces inclinaisons et I, I’ les longitudes des neeuds, 


ona 
p—6 sinl, g==0 cosh, 


pO sini’, gi == 9 Cosi’ 
Il est facile d’ailleurs de s’assurer que l’on a 


Pi=p'—p, Q=q'—4. 
OEuvres de L. — XI. 16 
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Supposons que, en réduisant T en série, on ait 
T=1ZL™ cosi(n't — nt + e’—e), 
le signe intégral & se rapportant & toutes les valeurs entiéres positives 
et négatives de z, sans en excepter la valeur « = 0; on aura 
Li) = L®, 
Cela posé, l’équation différentielle précédente deviendra 


d?0s 
dt? 


Oe 


+n?ds+ ha?a'n? XS (p'—p)L® cos[t(n't — nt + ¢'— 2) +nt +e] 
+(q—q')L©® sin [i(n't—nt + e'—¢) + nt+e]], 


d’ot lon tire, en intégrant, 


ds=jia@a (p—p')LY ntsin(nt + ¢)++ta%a'(q —q')L™ nt cos(nt + ¢) 


» (pe pi liee 

i 1 A727! n2 yp mrs Gees 

+ faa'n Cee eee cos[z(n't— nt +e’ —e)+nt+e] 
g fol ger) Lin 


fk gi VLG sy oh apayh ie te pte | 
Pereira ni+e yeahs 


On doit observer que, dans cette valeur de és ainsi que dans les 
valeurs précédentes de u, u,, V, V,, le signe intégral & s’étend a toutes 
les valeurs entieres positives et négatives de z, la seule valeur 7 =o 
étant exceptée. 

XII. 


Rassemblons maintenant les résultats que nous venons de trouver. 
Nommons (r) et (v) les parties du rayon vecteur r et de la longi- 
tude ¢ sur l’orbite qui dépendent du mouvement elliptique; nom- 
mons ensuite (s) la partie de la latitude s que l’on trouve en suppo- 
sant que la planéte m se meut sur le plan de son orbite primitive; on 


aura , 
r=(r)+m'a(u+u,), 


9=(v)+m' (V+V,), 
s=(s)+m'ds. 


Ces expressions renferment toute la théorie des planétes, lorsqu’on 
néglige les carrés et les produits des masses perturbatrices, ainsi que 
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les carrés et les produits des excentricités et des inclinaisons des 
orbites, ce qui est presque toujours permis; elles ont, d’ailleurs, 
l’avantage d’étre sous une forme trés simple qui laisse facilement 
apercevoir la loi de leurs différents termes. Pour les transporter a la 
planéte m’, il suffit d’y changer a, n, h, l, <, p, g et m’ dans a’, n’, h’, 
l', &', p’, 7’ et m, et réciproquement. 

Les approximations dans lesquelles on aurait égard aux carrés et 
aux puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons des 
orbites introduiraient de nouveaux termes qui dépendraient de nou- 
veaux arguments; elles reproduiraient encore les arguments que don- 
nent les approximations précédentes, mais avee des coefficients de 
plus en plus petits, suivant cette loi: sil’on nomme quantiles du pre- 
mier ordre les excentricités et les inclinaisons des orbites, guantites 
du second ordre leurs carrés et leurs produits deux a deux, et ainsi 
de suite, un argument qui, dans les approximations successives, se 
trouve pour la premiere fois parmi les quantités de l’ordre 7, ne sera 
reproduit que par les quantités des ordresr+2,r+4,.... 

I] suit de la que les coefficients des termes de la forme 


sin 
t (né+ ¢€) 
cos 


qui entrent dans les expressions de r, » et s sont approchés jusqu’aux 
quantités du troisiéme ordre, c’est-a-dire que l’approximation dans 
laquelle on aurait égard aux carrés et aux produits des excentricités 
et des inclinaisons des orbites ne changerait point leurs valeurs. On 
voit ainsi qu’ils ont toute la précision que l’on peut désirer, ce qu'il 
est d’autant plus essentiel d’observer, que de ces coefficients dépendent 
les variations séculaires des orbites. 

Les différents termes des expressions de r, y et s sont compris dans 
la forme 

sin 


K ios Lint nt+e¢'—é)+rnt+re], 


it étant un nombre entier positif ou négatif ou zéro, et r éetant un 
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nombre entier positif ou zéro; K est une fonction des excentricités 
et des inclinaisons des orbites, de l’ordre 7. On peut juger par 1a de 
quel ordre est un terme qui dépend d’un angle donné : pour savoir, 
par exemple, dans la théorie de Jupiter et de Saturne, de quel ordre 
est le terme qui dépend de l’angle 5n’¢ — 2nt + Se’ — 2¢, on mettra 
cet angle sous cette forme 


5(n't —nt+e’—e)+ 3nt+ 3¢; 


et, comme alors r = 3, il en résulte que le terme dont il s’agit dépend 
des cubes et des produits de trois dimensions des excentricités et des 


inclinaisons des orbites. 
KILL 


Pour réduire en nombres les résultats analytiques que nous venons 
de présenter, il faut déterminer numériquement les valeurs des quan- 
tités A, AM, AP, ..., LO, L™, ... et de leurs différences. La princi- 
pale difficulté que présente leur formation tient au développement en 


série des radicaux 


at 
| a?— 2aa' cos(n't—nt+e'—¢)+a"?] ? 


et 
= 
[a?— 2aa' cos(n't—nt+e'—e)+ a] *. 
Soit 


S50, nit—nt+e—e—, 


et considérons généralement la fonction (i — 2% cos@ + «?)-*. En la 
développant dans une suite de cosinus de l’angle 0 et de ses mul- 
tiples, on aura une expression de cette forme 


(1 — 20 C080 + a?)-S= $b!) + BM) cos@ + 6?) cos26+..., 


bs Site 


57 tee 


rences logarithmiques des deux membres de cette équation, ean rap- 


étant des fonctions de s et de «. Si l’on prend les diffe- 


port a la variable 6, on aura 


— 2sasin9 — 5S sind — 2b”) sina@—... 


1—2acosd+a? $b +b”) cosd + 6) cos2d+.. 
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En multipliant en croix et en comparant les cosinus semblables, on 


trouve 
(a) pi sees Uae eh) Othe baer 2h 
Sou (I—s)a ? 


on aura ainsi 6%’, 6), ... lorsque l’on connaitra 6°” et 0”. 
Si Pon change s en s +1 dans l’expression précédente de 


(1— 2a@C0S9 + a?)-s 
on aura 


(T=22 C080 a) 4b) + OS cos8 + b@) cosad +... 
En multipliant les deux membres de cette équation par 
I— 2a¢c0S0 + a? 


et en substituant ensuite, au lieu de (1— 2acos0+ a?)-’, sa valeur en 
serie, On aura 


£5 + 6) cosé + 6b!) cos20+... 
= (1— 2acos9 + a?) (45% + b, cos#-+...), 


d’ou l’on tire, en comparant les cosinus semblables, 
bY = (1+ @)O9, — a bgA? — abt). 


La formule (a) donne 


, 2) Bl) ; (t—4 
Bit) — uI+a Ose (Ut S) OD a, - 
DWtlege awl (Well ips » © aah yh 


l’équation précédente deviendra ainsi 


(t-1) y2\ Dl 
oe 28H 05,4 —S(T-+a )Oser 
om i—s 


En changeant z dansz+ 1, on aura 


(2) 2) plit1) 
2saby),—s(i-+ a?) bt : 


(Get 
pitt) — 
t—S-+I1 


({+4) 


et, si l’on substitue au lieu de 6%*" sa valeur, on aura 


(t 


s(i+z s) a(t + 02) O85) + s[a(i—s) a? — (1+ as bale 


(rae 
Ae aie (¢—s)(¢—s+1)a 
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Ces deux expressions de 6\? et de b/*" donnent 


rt. i—s+t 
PE (1+ ot) bY — 2A oie 
(6) Oi (1— a4? ; : 
on aura done, au moyen de cette formule, les valeurs de d:)), 5'',, 


h'?? 


s+i? 


... lorsque celles de 0{°, b;”, b°, ... seront connues. 
Nommons, pour abréger, A la fonction 1— 2«cos9 + «?; si l’on 
différentie par rapport & « l’équation 


A = 408 + 60 cosd + 6?) cos29+..., 


on aura 
1 0b ab be) 
25(cos6 — a) AS tS AA aa cos6 + oe cos26+...; 
mais ona 
fair =) 
a 4 SE (OSG) == St 
ZO 
On aura done 
SG) ae sA-s t 00°) 0b") 
SE a —— = - —* + — cosf+..., 
a a Di jes On 
d’ot l’on tire généralement 
0b” s(r— a?) po. sh) 
On Se a S+1 $ . 


En substituant, au lieu de 6, sa valeur, on aura 


OBO it (i+ 28) iy 2(i—s-+1) 


—— bi1) 
Ou a(1— a?) S Tos ee Sih 


Si l’on différentie cette équation, on aura 


Ob) i+(i+a2s)c? Ove t+2s  2(i+s)(1—3a?)]_, 

Oe, at — ay “0a contar a? (1 — a)? fo 
i= s+1) WHY GES Hw pay, 

I— a? Oa (Tay 8 
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en différentiant encore, on aura 


bY i+ (i+ 28) 02 a2!) F ti+2s 2(i+s)(1—32a3)] db? 
Oa? —— — a(1 — a?) Oct? ee a?(1— a)? Ou 


+ | Sse Sat) _ ae +28) pu 
as (1 ins oO? ie oa? s 

es) 0b) Bt —s 4-1) a Oba) 
I— a On? (1 — @?)? Oa 


AGS) (ia 8 oe) 


bi), 
(1— a?)3 - 


On voit ainsi que, pour connaitre les valeurs de 5‘ et de ses diffé- 
rences successives, il suffit de connaitre les deux quantités b° et b{”. 
On déterminera facilement ces deux quantités de la maniére suivante. 


XIV. 


Si l’on nomme ¢ le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
Punité, on pourra mettre l’expression de A~* sous cette forme 


A= ae) (ee NY. 


En développant le second membre de cette équation par rapport aux 
puissances de c'V-' et de c*v-', les deux exponentielles c®V-' et 
c-®v-" auront le méme coefficient que nous désignerons par wp. La 
somme des deux termes wc!%V-' et we-!°V-! est 2u.cosi0; ce sera la 
valeur de 6 cosz4: on aura donc 6) = 2u.. 
Maintenant l’expression précédente de A~“ est égale au produit des 
deux séries 
r-+-saciv-i + 


SHI — 
ebay) ) 2 c20V=A +..., 
1.2 


ert S(S I oe 
1+ sac-oy-1 + ase) a ) gre. 
En multipliant donc ces deux séries l'une par l’autre, on aura, dans le 


cas dez =o, 
s(s +1) |? 
parteats [SEY a ‘| C3 er 
: Teo 
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et, dans le cas dei =1, 


24 5s(s+1)_,., S(8+-1) S(S-F1) (s+ 2), 
paaler? eran reece eT: T2093 Pee 
partant 
2 2 
OO = a}1+s?a%+ SU gee pee pee onl 
ree Hee Dae \ 


OO 2 5 E — “ ee » a? + ae Wade Bae a) att, a 

Dans la théorie des planétes s = 4; en substituant donc cette valeur 
dans les expressions précédentes de 0,” et de 6;”, on aura les valeurs 
relatives a cette théorie; mais ces valeurs ne seront pas fort conver- 
gentes si a n’est pas une petite fraction ; elles convergent davantage 


dans le cas des =— 4, et Pona 
Ve Tow \e ihe, hae 
vio) seal r+ ( ) a ( - ) a ( as | 
= Dy D6 
Rican opt Se i Bole es CeO soa abe \ 
aS 2a( 2 re RS 2.4.6 2.4.6.8" ) 


Ces deux suites seront trés convergentes si «? est moindre que ¢; or, 
dans la théorie de Jupiter et de Saturne, «? est au-dessous de +; il 
suffira, par conséquent, de prendre la somme de leurs dix premiers 
termes, en négligeant les termes suivants, ou, plus exactement, en 
les sommant comme une progression géométrique dont la raison est 
I— a’, 


Lorsqu’on aura déterminé b° 


wl 


, et b¢)-onaura >” en faisant.s = — 
2 2) 2 


et 7 =o dans la formule (6) de l’article précédent, et l’on trouvera 


Cie Aya = Oa OS) 
2 2 


bio — 
: C3) 


Si, dans la méme formule, on suppose «= 1 et s =— 4, on aura 


toab@) — (1+ a?) bit 
bu — 2 PAA 


( 
\ -___ 
4 (1 Gaye 3 
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mais la formule (a) de l’article précédent donne, en y faisant «= 2 et 
4 


gs=—s 


9? 
10ab"} —2a0b0! + 4(1 + a?) bd"); 
2 2 2) 
on aura done 
2059) + 3(1+ a?) 6%} 
pu — a if 
: Cr 


XV. 


Pour déterminer présentement les quantités A®, A, A®, ... et 
leurs différences, on observera que la suite 


4A + AM cos? + A?) cos26+... 
résulte, par l’article VII, du développement en série de la fonction 


acos@ I 


‘ 7 
(a?— 2aa'cosé + a'?)* 


ae 


‘5 a 
en faisant done {i = %, on aura 


acos9 I 
8 7 = FAM + AM COS +..., 
a (1— 2a c0SsO + a)* 


ce qui donne généralement 


Cette équation a lieu depuis z= 0 jusqu’a v= 0, excepté dans le cas 


dez=1, otl’ona 


a I 
AG) — qe — a bY. 
On aura ensuite : 
) dare 
GAL GUY TOE ee en 
0a a’ 0a Oa’ 
mais ona 
Oo I 
Oa a? 


OEuvres de L. — XI. 17 
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partant ; 
JA) aby) 
nA’ aS ee Lae 

Gad) Para OE 


et, dans lecas dez=1, on aura 


Enfin on aura 


2 pie) 
PAW ee 
oa ~—a® dat” 
3B) 
eA I d aN 
Tbe) aa” 


et ces équations auront lieu dans le cas méme de z= tr. 
Pour déterminer les quantités L’, L™, L®, ..., on observera que, 


par article XI, ona 


[ i 
ee LA LY). cos@ Le cosaG a7, 
et a’ 
a3 (1— 2a@cosd + a?)? 
d’ot l’on tire 
5 I 
LC) se (tT) 
as 3 


Cette équation a lieu depuis ¢ = 1 jusqu’a 1 = 20; mais, dans le cas de 
[== 0, Ona 
I 
[(0) see (HO 9), 
a ( 4 ) 


Quant a la valeur de ae on la déterminera en faisant, dans la for- 
mule (b) de l'article XII, s = 4. 

Le caleul des perturbations de m par l’action de m’ facilitera celui 
des perturbations de m’ par l’action de m. En effet, il est visible que 
les valeurs de A” et de L® sont les mémes dans ces deux caleuls, & 
exception des valeurs de A et de L®, qui sont différentes et qui, 
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dans la théorie des perturbations de m’ par l’action de m, deviennent 


A Vice paces (4) 

AG) aa bi), 
2 

2 

L© = = por 2 

13 3 a> 


Dans cette derniére théorie, les différences de A”, au lieu d’étre 
prises relativement ala quantité a, le sont par rapport & @’; mais on 
peut ramener ces différences les unes aux autres, en observant que 
A® étant une fonction homogéne en a et a’ de la dimension —1, ona, 
par la nature de ce genre de fonctions, 


JA”) ; OAS) 
f eA 
dae : ake 
Wot lon tire 
OLAS), 34 OA) aA 
Gal je cong SO 
por A) OA) 2A) 
ange = Aba aT 
pPAM — dA@ PAM QAM 
0a"? da Nae te ai ae fake 
PAY PING PAM oP A) 
Spee Soe @) == == 2 ee) ees 
—=— 6A 18a AG ga a ie 


Cee eee eee eer ere errr ese e ree ree eee re reese eee eee eeeeenve 


ainsi A” et ses différences relatives 4 a ayant été déterminées dans le 
calcul des perturbations de m par l’action de m’, on aura facilement 
ses différences relatives, soit a la seule quantité a, soit aux deux 


quantités a eta’. 
XVI. 


Des inégalités séculaires de Jupiter et de Saturne. 


Un des objets les plus importants de la théorie des planétes est celui 
de leurs inégalités séculaires. On a vu, dans les articles précédents, 
que les intégrations introduisent, dans l’expression des coordonnées 


132 THEORIE DE JUPITER ET DE SATURNE. 


des planetes, des arcs de cercle qui doivent, a la longue, en altérer 
dune maniére sensible les éléments; ils rendraient méme, aprés un 
temps considérable, les orbites fort excentriques et, par consequent, 
les suppositions dont nous sommes partis tres défectueuses, s’ils 
existaient dans les expressions rigoureuses des coordonnées; mais, 
comme ils ne sont donnés que par des approximations, il est naturel 
de penser que la forme sous laquelle ils se présentent est due a ces 
approximations successives, et qu’ils ne sont que le développement en 
séries de fonctions périodiques qui croissent avec beaucoup de len- 
teur. La détermination de ces fonctions est le point le plus délicat de 
cette analyse; j’ai donné autrefois, pour y parvenir, une méthode nou- 
velle fondée sur la variation des constantes arbitraires; je vais la rap- 
peler ici en peu de mots. 

Si, dans expression de la longitude ¢ de la planete m, on ne con- 
serve que la longitude moyenne et les termes multipliés par les sinus 
et les cosinus de m¢ + ¢, on aura, par les articles VIII, X et XU, 


g—ni+e—a2ésin(nt+e¢)+2hcos(nt+e) 
—m'(hAB+h'C)ntsin(nt + ¢) 
—m' (IB + UC) nicos(nt +e). 


Si l'on considere les arcs de cercle de cette expression comme ré- 
sultant du développement de det de A en séries, et que l’on nomme 
df et oh les variations de / et de A correspondantes au temps @, on 
aura 

Obes 7 (AB + h'C) ne, 


m! 


oh =— a +UC)nt; 


or on a, par la théorie des suites, 


ee toy Daal 
Pi ge oy Gsppeerpire 
Sept a Cernig 


at Wea de 
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in comparant donc les termes affectés de la premiere puissance du 
temps, et qui sont les seuls auxquels nous ayons eu égard dans I’ex- 
pression de 9, on aura 


dl m! ‘ 
SE ee > (PB h C), 
Gh te ; 


L’instant de l’époque ot l’on fixe l’origine de ¢ étant arbitraire, il est 
clair que ces équations ont lieu pour un instant quelconque; ainsi, en 
les intégrant, on aura les fonctions transcendantes qui, par leur déve- 
loppement en séries, ont introduit les arcs de cercle que renferme 
expression de ¢; mais, pour intégrer ces équations, il faut les réunir 
aux deux équations différentielles entre les mémes variables, qui ré- 
sultent des variations de A’ et del’, et qu'il est facile de tirer des pré- 
cédentes, en y changeant les quantités relatives 4m dans celles qui 
sont relatives & m’, et réciproquement. 

On peut simplifier les valeurs de B et de C en observant que l’on 


a, par l'article X, 
0A ad G2 A(0) 
0a 2 Oa 


== @ 


) 


ce qui donne, par l'article précédent, 


Ob ok On 
apn Sat oer SPT 
0b) 0? b\?) 
En substituant, au lieu de ye et de ne leurs valeurs en bi et bw, 


que l’on trouvera par l’article XIII, on aura 


Or ona, par le méme article, 

2.0 BY) — (1-- a?) bY 
2 2 

> 


a) 


partant 
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Il suit de la que, si l’on suppose 


S hee ee -- == (a, a’) + (a, a’) C00 +..., 


(a?— 2aa' cos@ + a’)? 


on aura 
B=—ta@’a'(a,a’)'. 


On trouvera, de la méme maniere, 


CG=ela?+ a") (a, a’) —3a'a (a, a’). 


Si Pon change dans ces expressions @ en a’, et réciproquement, on 
aura les valeurs de B et de C, relatives aux perturbations de m’, par 
V’action de m, et l’on doit observer que les fonctions (a, a’) et (a, ay’ 
ne changent point en vertu de ces permutations. 

Cela posé, soit z le nombre des années juliennes écoulées depuis 
’époque ot l'on fixe Vorigine du temps ¢; soit T la durée d’une année 
julienne; zT serale moyen mouvement de m dans cet intervalle; nous 
le supposerons réduit en secondes de degré. Soient encore 


TRE ee, ae 
Gi ONG as a= (O)s 
minT 
-~ a|(a’?+ a") (a, a’)' — 3aa'(a, a')|=)J0,1], 
mnalT 
—= 2°G(G, @ Vi (1,0); 
mn! T 


a'{(a?+ a) (a, a')' — 3aa'(a, @\\ =| mie 


on aura, par ce qui précede, entre les quatre variables J, A, l’ et h’, les 
quatre équations suivantes : 


l 
= +(0,1)k — jo,1/)h', 
h 
| —(0,1)l +]Jo,1{l’, 
! 


ol : 
eta + (1,0)h —[1, oA, 


oh! 


o= G-— (1,0) 2! + [1 ofl. 
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XVII. 


Ces quatre équations différentielles renferment toute la théorie des 
variations séculaires des excentricités et des aphélies des deux orbites. 
Pour les intégrer, on supposera 

h=M sin(fi +6), 1 =M cos(fi+ 8), 
A'=M'sin( fi+6),  U’ =M'cos(fi+ 8). 


En substituant ces valeurs dans les équations différentielles précé- 
dentes, on aura celles-ci 


o=Mf —(0,1)M +[o,1|M’, 
o=M'f—(1,0)M'+[1,0]M, 


d’ot Von tire 
M' (0,1)—/ one 
w= 


OnmL (15 O27 


et, par consequent, 


roe (1,0) + (0,1) + YE(1,0) + (0,02 + 40.9] [ost] 


On voit ainsi que les deux valeurs de fsont réelles, puisque le produit 
[1,0] est nécessairement positif; les quantités f, A’, J, /’ ne ren- 
ferment done ni arcs de cercle ni exponentielles, du.goins lorsque 
et n’ ont le méme signe, c’est-a-dire lorsque les planétes tournent 
dans le méme sens, ce qui est le cas de notre systeme planétaire. 
Soient f et /’ les deux valeurs de /; on aura, par la nature des équa- 

tions linéaires, 

h=M sin( fi+6)+N sin(f'7+ 6), 

1 =Mcos(fi+6)+N cos(f'i+ 6‘), 

h'=M'sin( fe + 6) -+ N’sin(f'2 + 6’), 

l'—M’'cos(fi+6)+N'cos(f'i+ 9’). 


Les quatre arbitraires M, N, M’, N’ auront entre elles les deux rela- 
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tions suivantes : 
M  (0,1)—f Ni 6 
= > — 
M fae N roe his 


elles n’équivaudront, par conséquent, qu’a deux arbitraires; mais, en 
y joignant les deux constantes 6 et 6’, on aura Jes quatre arbitraires 
que doivent renfermer les expressions de , “’, J, /’. On déterminera 
facilement ces constantes au moyen des excentricités e et e’ des orbites 
et des longitudes o et o’ de leurs aphélies a une époque donnée, en 
observant que 


h=esino, l=€ cos, [ose A Sie} UE FCO COS@ Le 


On aura ensuite les excentricités et la position des aphélies pour un 
temps quelconque, au moyen des formules 


e=Vi+B, = Vh? Fs, 
a 


= h lf 
tango= —> tango’ =F; 


l 


XVII. 


Il est beaucoup plus simple, pour les usages astronomiques, de con- 
sidérer les variations différentielles des excentricités et de la position 
des aphélies. Pour cela, nommons 2e et éa les variations correspon- 
dantes 2 6/ et ch; les expressions finies de A et de / donneront 


0h = 0esinw + e dw cosa, 


ol = decosw— e dowsina, 
d’ou l’on tire 
de = dh sinw + dl cosa, 


e 00 — dhcosm — dlsina; 
mais on a, par les articles précédents, 


dh “(0,1 = ow, 
ol =—(0,1)th + th’, 
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On aura donc 


de = [o, 1 te' sin(w' —o), 
: 
oo — é| (oun = E c0s(n'—) |. 


On trouvera de la méme maniére 


de = SOSSUN (coe oye 


(io < Cos(@ =o Vl: 


Oot Say/ 


Ces formules peuvent étre étendues, sans erreur sensible, a deux ou 
trois siécles avant et aprés l’époque ot I’on fixe l’origine des z. Pour 
les étendre a de plus grands intervalles, on observera que les coeffi- 
cients de z, dans les expressions de ée, da, de’ et do’, sont les variations 


annuelles de ces quantités, variations qui, par conséquent, sont égales 


. de dw de do' 


Cy a a inera d rles f Tus ; 
aD? a? ae qr, On déterminera donc, par les formules précédentes, 


les valeurs de e, oa, e’, a, relatives 4 mille ans avant l’époque que l’on 
] 


a choisie, et l’on en conclura leurs variations annuelles correspon- 


do de’, 2 Jes variations 
di’ di’ di 


de, dw, de, do, 


ape an Mdnrerdi 
variations annuelles des mémes quantités 4 la seconde époque; on 


i a LS d 
dantes a cette seconde époque. Soient — 
L 


annuelles de e, a, e’, o a la premiere époque; 


aura, par la théorie des suites, 


de, _ de die. 
aa cca 


mais ona, par la méme théorie, 


de .de i ae 
waa | f a Say ; pte 
di 


on aura donc, 4 tres peu pres, 


de ue GF ah) 
OG 0 == 4 = : 


OEuvres de L. — XI. . t 


io) 
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On trouvera, de la méme maniere, 


Ces formules peuvent s’étendre 4 plus de deux mille ans avant, et a 
mille ou douze cents ans apres l’époque ot l’on fixe l’origine des 7. 


XIX. 


Considérons présentement les inégalités séculaires des noeuds et 
des inclinaisons des orbites. Pour cela, nous observerons que si, dans 
expression de la latitude s de m, on n’a égard qu’aux termes multi- 
pliés par le sinus et le cosinus de nt + ¢, on aura, par l’article XI, 


s=qsin(nt +¢)—pcos(nt+e) 
+ta@a'm'L”) nt(p — p')sin(nt+e) 


+ jia?a'm'L' nt(q—q')cos(nt+ ¢). 


I] est visible, par le méme article, que L") est égal 4 (a, a’)’, en sorte 


que l’on a, par ce qui précede, 


toa im LY nt==(0,1)t; 


on aura done 
s—=qsin(nt + 2)— pcos(nt+e) 


+(0,1)t(p— p’) sin(nt + ¢) 


+ (0,1)t(q —q')cos(nt+e). 


Soient ép et 6q les variations de p et de g correspondantes au nombre z 
d’années juliennes, on aura 

Op = (0, 1) t(q'—¢q), 

0g = (0, 1) t(p —p’), 
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d’ot. on tire, comme dans l’article XVI, 


d, U 
= a = (0; R) (Gd); 


d. ' 
o= Ff + (0,1) (p'—p). 
On aura pareillement 
_ oe 
OQ ii (1,0) (9 = q), 
q' 


d . : 
Ap eee Oy tp): 


Si lon suppose 
p—P sin(gi+y)+Q, 


( 
g=P cos(gi+y)+Q', 
p'=P'sin(gi+y)+Q; 
(8 


q'=P'cos(git+y)+Q’, 


on trouvera, en substituant ces valeurs dans les équations différen- 
tielles précédentes, 


on aura ainsi, entre les cing arbitraires P, P’, Q, Q’ et y, une relation 
qui les réduit aux quatre constantes arbitraires que doivent renfermer 
les valeurs de p, 9, p’, 7’. On déterminera ces constantes au moyen des 
inclinaisons des orbites et des positions de leurs nceuds a une époque 
donnée, en observant que 


p=_Csini, = cos, po sink, Gg = esl’: 


On aura ensuite les tangentes des inclinaisons et les positions des 
neeuds, relatives 4 un temps quelconque, au moyen des formules 


Soit y la tangente de l’inclinaison de l’orbite de m sur l’orbite m’; 1 
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est aisé de voir que l’ona 


(SVP Rk ee 


ce qui donne, en substituant, au lieu de p, p’, g, 7’, leurs valeurs pré- 


cédentes 
veo iE, 


d’ou il suit que, dans tous les changements qu’éprouve la position des 
orbites, leur inclinaison respective est constante. 

Si ’on nomme 00, 6I, 60’, cI’ les variations des inclinaisons et des 
noeuds, correspondantes a ép, 6g, op’, oq’, on trouvera, comme dans 


Particle XVIII, 
OG) Se ae (0, 1)26! sin (I’ — I), 


OL =O. if 1— 2 cos(I'—1)|, 


06’ =- — (1,0) 8 sin(I— I’), 
/ , 9 ! 
of = (1,0)7[ 1— ji cos(I—I )|- 


Soient 2, te, TU Nes variations annuelles de 9,1, 0’, ’aPépoque 


di’ di” di dt 
‘ ee ? do, di, dé, al, fe ‘ples 
ou l’on fixe l’origine des z, et —+, —/, —1+, —+ ces mémes variations, 
ath Waitgaih ae 


mille ans avant cette époque, on aura 


36 =i dd se ie (do do, 

— “di ' 2000\di ai)’ 
hale eR al dl, 
a Yat " 2000 (5; di )> 
36'— a Sw aire ao’, 

=? dt PP S060" di dt 


fae ae e dl’ al’, 
di 2000 \ di cai 


et ces valeurs pourront s’étendre a plus de deux mille ans auparavant 
et a mille ou douze cents ans apres l’époque choisie. 
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XX. 


Reprenons les équations (C) de larticle III, auxquelles les élé- 
ments des orbites doivent satisfaire aprés un temps quelconque. Les 
deux premieres donnent, en les différentiant et en négligeant les qua- 
triémes puissances des excentricités et des inclinaisons des orbites, 

mda m' dd 


— =F ) 
a qi? 


m da _ m’' da' 
o= — ot Ler 16?) 4 ar 
a 


-- fae meee — 2m’ \/a'(e! de! + 6 dé’); 


age arg) 


or on a, par les articles précédents, 


= [o, t]e’sin(w’— ow), 
- —-— (0, 1)4'sin(I'— 1), 
“= [7, ole sin(w — a’), 
ie (1,0)8 sin(I — I’); 


on aura donc 
m Vales, a 0) -+ m! Va(e 46! “i) 
= (myal[o,1]—m' Va [4 0] Jee’ sin(a'— a) 
— [mya (0, 1) — m' Va! (1, 0) 66’ sin( I’ — 1). 


On a, par l’article XVI, 


x 5 J r 
& cause de 2” = jas om aura pareillement 
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et, par consequent, ! 7 
m\/a(0, 1) =n! \/ a! (4; ©): 


On trouvera de la méme maniere 
mya(ont]=m'Ve [aa]; 
on aura ainsi 


m\a(ede + 6d) + m'\/a'(e! de' + 6! do’) =0, 


ce qui réduit les deux premieres équations différentielles de cet article 


aux suivantes : 


(0) == ae eS } 
mda m' da' - 
C= ve (hhh aig 04) ot ee ia eg 
a a 


Ces équations donnent da = 0, da' =: 0, d’ot il résulte que les grands 
axes des orbites sont constants, du moins lorsque l’on néglige les 
quatriémes puissances et les produits de quatre dimensions, des 
excentricités et des inclinaisons des orbites; car les équations diffé- 
rentielles qui déterminent e de, 6 d9, e’ de’, 0’ dQ’ sont, par l’article XII, 
exactes aux quantités pres de cet ordre. 

Les carrés des moyens mouvements des planetes étant réciproques 
aux cubes des grands axes de leurs orbites, la constance de ces axes 
entraine avec elle l’'uniformité des moyens mouvements; ils ne sont 
donc, en vertu de l’action mutuelle des planétes, assujettis 4 aucune 
équation séculaire sensible depuis l’époque des observations les plus 
anciennes jusqu’a nos jours. C’est a peu prés de cette maniere que j’ai 
reconnu, le premier, l’uniformité des moyens mouvements célestes. 
M. de la Grange a fait voir depuis, par une analyse fort ingénieuse, 
quwils sont uniformes, méme en ayant égard aux quantités du qua- 
trieme ordre et des ordres supérieurs. I] ne doit done maintenant 
rester aucun doute sur cet objet, et nous verrons dans la suite que ce 
resultat de la théorie est entierement d’accord avec les observations 
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anciennes et modernes de Saturne, celle de toutes les planetes dont 
Péquation séculaire a paru la plus considérable aux astronomes. 
Les deux derniéres des équations (C) de l’article III donnent encore 


c' == mgVa+m'q'yva', 
C=iyva- im p Va". 


Si Pon substitue dans ces équations les valeurs précédentes de p, 4g, 
p’ et gq’, on verra facilement qu’elles seront satisfaites. 


XXI. 


Des perturbations de Jupiter et de Saturne qui dépendent des carrés 
et des puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons des 


orbites. 


Les rapports des moyens mouvements de Jupiter et de Saturne 
rendent les approximations précédentes insuffisantes et forcent de 
les étendre aux carrés et aux puissances supérieures des excentri- 
cités et des inclinaisons des orbites. Il se rencontre dans cette théorie 
des inégalités dépendantes de ces puissances et qui, par les intégra- 
tions, acquierent de grands diviseurs et deviennent par 1a trés sen- 
sibles. Mais si l’on voulait suivre, pour déterminer ces inégalités, 
analyse dont nous avons fait usage pour avoir les inégalités propor- 
tionnelles aux puissances simples des excentricités et des inclinaisons 
des orbites, on tomberait dans des calculs d’une excessive longueur. 
Heureusement, la raison qui nous oblige de recourir a ces inégalités 
simplifie leur détermination, en permettant de négliger des quan- 
tités qui deviennent insensibles. Je vais exposer ici une méthode 
fort simple pour déterminer les inégalités dont il s’agit. 

Reprenons les équations (8) et (g) de l'article VII et supposons 
que dR renferme ou un terme constant, ou le sinus d’un angle pro- 
portionnel au temps et croissant avec une grande lenteur, en sorte 
que, en exprimant cet angle par a¢ + 6, « soit un trés petit coefficient; 
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la double intégrale fn dt { dR renfermera un terme proportionnel 
au carré du temps ou un terme dépendant de langle at + 6 et qui 
aura « pour diviseur; il est clair que, en faisant « = 0, ce second cas 
rentrera dans le premier : ainsi nous considérerons, pour plus de 
généralité, le cas dans lequel « est quelconque, mais trés petit, et 
nous chercherons les termes de ér et de cy qui dépendent de langle 
at+ 6 et qui ont « pour diviseur. 

Si l’on fixe l’origine de l’angle ¢ 4 l’aphélie de la planeéte m, on a, 
par la nature du mouvement elliptique, 


nda BE, 


= —- 


Cette derniere équation donne 


r—a(1—e?) 
PCOS? — sae 5 


é 


la fonction fr dircosy { dR devient ainsi 


fon ae ee gi fo sian. 
Or on a, par la théorie du mouvement elliptique, 
r=a(u-- fe" +ey), 


7 etant une suite infinie de cosinus de l’angle n + ¢-+ oc et de ses 
multiples; on aura donc 


fn dtr cose f dR — afn dt(}e+ x) far. 
Si Pon nomme y’ l’intégrale fry. dt, on aura 
Jrzat faR =x! fan — fy! aR, 


et il est visible qu’aucun de ces deux cderniers termes ne peut avoir 2 
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pour diviseur. En ne considérant donc que les termes qui ont ce divi- 


‘ndtrcosy [ dR=iae [nat [aR. 
a Hl (Reesp 


L’expression précédente de r donne, par la différentiation, 


seur, on aura 


ae(1—e?)dvsine _—s_ er*' dv sine 


ee (recess) Fe Thala €?):2 


en substituant, au lieu de 7? dy, sa valeur a?ndt(1 — e), on aura 


aen dt sing 
Ohp Sa Sa Sp eae oe ee] 
Vvi—e 
ce qui donne 
; POH i == 
ndadtr sing =— rdryi—e 
ae 


La fonction fn dtr sing f dR devient ainsi 
= Lae firdr far; 
frar faR=tr? faR—4 fr? aR, 


et il est clair qu’aucun de ces deux derniers termes ne peut avoir «? 


orona 


pour diviseur; en n’ayant donc égard qu’aux termes qui ont ce divi- 
seur, la formule (8) de l’article VII deviendra 


OF 3ae Sime (nde faR. 


a V1 ae 
eet ; ; sin dr 
Si l’on substitue, au lieu de rar sa valeur — gq? om aura 
ere 
or 3dr 
OL 


I] suit de la que, si l’on n’a égard qu’aux termes qui ont «’ pour divi- 


seur, le rayon vecteur r de la planete m devient 


OEuwvres de L.— XI. 19 
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(7) et (=) étant les expressions de r et de a relatives au mou- 
vement elliptique. Ainsi, pour avoir égard, dans l’expression du rayon 
vecteur, 2 la partie des perturbations qui est divisée par a’, il suffit 
d’augmenter de la quantité 3am! fndt far la longitude moyenne 
nt + de l’expression du rayon vecteur dans l’hypothése elliptique. 
Voyons maintenant comment on doit avoir égard a cette partie des 
perturbations, dans l’expression de la longitude ¢. 

La formule (g) de l’article VII donnera, en n’ayant égard qu’aux 
termes divisés par « et en y substituant, au lieu de ¢r, sa valeur pré- 


cédente, 


I 2edv cosy e?dysin?y 2 ; 
— === 7 f t : 
oF ee ndl(1 —e cose) rr tessereri ahs far 


or on a, par la nature du mouvement elliptique, 


I r2dy dv (1 — e?) 


Vi-e ~~ @(1—e)ndt ~~ ndt(1—e cose)?’ 


on aura done 
dv 
Oo == —7oaf nats aR; 


dot il suit que, en n’ayant égard qu’aux termes divisés par @?, la lon- 
gitude ¢ de la planete m devient 


dv ny 5 
(9) + (a) 3am! fn dt far, 
d 


(v) et (ae) étant les valeurs de ¢ et de 2° 


OP qi relatives au mouvement 


elliptique. On doit done suivre, pour avoir égard a cette partie des 
perturbations dans l’expression de la longitude, la méme régle que 
nous venons de donner pour y avoir égard dans |’expression du rayon 
vecteur, c’est-a-dire qu'il faut augmenter dans l’expression elliptique 
dev la longitude né + ¢ de la quantité 3am [on dif aR. 


La partie constante de l’expression de (<a) développée en série 


de cosinus de langle né+¢—o et de ses multiples se réduisant, 
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comme l’on sait, 4 unité, il en résulte dans l’expression de la longi- 
tude le terme 3am fin dt f dR. Ce terme est tres important 4 consi- 
dérer, en ce qu'il exprimerait l’équation séculaire de la planvte m si 
dR renfermait un terme constant tel que én dz, et, dans ce cas, l’équa- 


tion séculaire serait exactement égale a Sam! kn?0?. 


XXII. 
On peut parvenir trés simplement au méme résultat par la considé- 
ration de l’équation (a) de l'article IV; en effet, si l’on néglige les 


quantités périodiques de l’intégrale far, cette équation deviendra 


da?+dy?+dz* 2(1+m) I-+m ; 
C= A == + —— + 2m'knt; 
at / th a 


mais, si l’on considere apres le temps ¢ l’orbite de m comme une 


ellipse dont le demi grand axe est a +- da, on aura, apres ce temps, 
6 a a Sim) i+ m 


dl? ip LANG 


En comparant donc cette équation a la précédente, on aura 


LO Wey las 222 


ed -9om'knt, 
a+d0a a 


d’ot l’on tire, en négligeant m vis-a-vis de l’unité et le carré de éa, 


— 0a 
a 


== Si! CHD e 


. . . . ‘ NY 
Maintenant, si l’on nomme én la variation de n correspondante a ¢a, 


; . I da 20n 
Péquation n*= — donnera — —~= 3 
a a it 


> partant 
OO CID. be 


or le moyen mouvement de m étant égal a fn di, \’équation sécu- 
Jaire de ce mouvement est fen dt; cette équation sera donc égale a 
2m’ akn?t, ce qui est conforme a ce qui précéde. 

La recherche des équations séculaires se réduit ainsi a voir si dR 
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renferme un terme constant. Lorsque les orbites sont peu excen- 
triques et peu inclinées les unes aux autres, on a vu ci-dessus que 
R peut toujours se réduire dans une suite infinie de sinus et de 
cosinus d’angles croissant proportionnellement au temps; on peut les 
représenter généralement par ce terme ho (int + un't+ A), @ et 
v’ étant des nombres entiers positifs ou négatifs, ou zéro. La différen- 
tielle de ce terme, prise uniquement par rapport au moyen mouve- 
ment nz de la planéte m, donnera la partie de dR qui lui est relative, 


et cette partie sera + ikn di a (int + n't + A); or elle ne peut étre 


‘ 


constante, a moins que l’on n’ait iz + i'n’ = 0, ce qui suppose les 
moyens mouvements de m et de m’ commensurables entre eux; et, 
comme cela n’a point lieu dans notre systeme, on doit en conclure 
quil n’existe point d’équation séculaire dans les moyens mouvements 
des planetes, en vertu de leur action mutuelle. Le résultat auquel 
nous sommes parvenus dans l’article XX est done non seulement 
approché, mais méme rigoureux, du moins lorsque l’on néglige les 
carrés et les produits des masses perturbatrices. 


XXIII. 


Si les moyens mouvements de deux planétes, sans étre exactement 
commensurables, approchent cependant beaucoup de l’étre, il exis- 
tera dans la théorie de leurs mouvements des inégalités d’une longue 
période, et qui, si elles ne sont pas connues, pourront donner lieu de 
penser que les mouvements de ces planetes sont assujettis & des équa- 
tions séculaires. C’est ce qui a eu lieu relativement & Jupiter et a 
Saturne; leurs moyens mouvements sont tels, que cing fois celui de 
Saturne est, a fort peu prés, égal a deux fois celui de Jupiter, ce qui 
produit deux grandes inégalités dont la période est d’environ neuf 
cent dix-neuf ans, et qui, n’ayant pas été connues jusqu’a ce mo- 
ment, ont fait croire aux astronomes que le mouvement de Jupiter 
s’accélérait, et que celui de Saturne se ralentissait de siecle en siécle. 
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Pour déterminer ces inégalités, supposons que la partie de R dépen- 
dante de langle 5n’¢ — 2nt + 5e’— 2¢ soit exprimée par 


Ksin(9n’t — ant + Se'— 22) — k' cos(5n't — ant + 5e'— 22), 


5n’— 2n sera ce que nous avons nommé & dans l’article XXI. Ce coef- 
ficient du temps ¢ peut étre, en effet, considéré comme étant trés petit, 
puisqu’'il n’est environ que 7; de x ou 5 de nv’. Si l'on n’a égard qu’a 
cette partie de R et qu’on la différentie uniquement par rapport a nz, 


on aura 
dR =— 2k ndtcos(5n't — ant + 5e’— 2¢) 


—2k'ndtsin (5n't — ant + 5e'— 26), 
ce qui donne 


3am' [ndt {aR =— 6am! f fn? del k cos(5n't — ant — 5e'— 26) 


+ k'sin (5n't — ant — 5e'— 2¢)]. 


Les valeurs de & et de &’ sont, par l’article XII, fonctions des cubes et 
des produits de trois dimensions des excentricités et des inclinaisons 
des orbites; elles dépendent encore des positions de leurs neuds et 
de leurs aphélies; or toutes ces choses sont variables, et, vu la lenteur 
avec laquelle croit langle 5n’¢ — ant, il n’est pas permis de les traiter 
comme constantes dans la double intégrale précédente. A la vérité, 
leurs périodes étant beaucoup plus longues que celles de langle 
5n’'t—a2nt, on peut n’avoir égard qu’aux différences premieres = 
ok! 


et > et négliger les différences supérieures; on trouvera ainsi 


3 am' f nat uP dR 


Ok 
_  6am'n? ep ; any i 
tami | (eo yee ant + 5e’— 2¢) 


ok! 
dt a 
tl\lk+a cos(5n't — 2nt+ 5e'— 26) |. 
Sin —= Di, 


C’est la quantité dont il faut corriger la longitude moyenne nt + ¢, 


dans l’expression elliptique du rayon vecteur et de la longitude 
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vraie, pour avoir la partie des perturbations qui dépend de langle 
5n't — ant. 

Nous verrons dans l’article suivant que, dans la théorie des pertur- 
bations de Saturne par l’action de Jupiter, la partie de R dépendante 
de Pangle 5n't — 2nt + 5e’— 2¢ est la méme que dans la théorie des 
perturbations de Jupiter par l’action de Saturne, quoique les valeurs 
de R soient un peu différentes dans ces deux théories. En suivant 
done l’analyse précédente, on trouvera facilement que, pour avoir 
égard dans la théorie de Saturne aux termes qui ont pour diviseur 
(5n'— 2n)?, il faut ajouter a la longitude moyenne n't +’ de cette 
planéte la quantité 


Ok 
ra'mn"” ‘Ot . 5 
= Sg (’— 2 -———_ ] sin(5n't — ant + 5e'— 2¢) 
(COMED t Did! == BO 
Ok’ 
Ot 


aaNet cos(5n't — ant + 5e'— 2e) |, 


2 
ih —— Dp) 


et calculer son mouvement et son rayon vecteur elliptique avec cette 
longitude moyenne ainsi corrigée. 

Le diviseur (5n’— 2n)? rend les inégalités précédentes tres sen- 
sibles, quoique leurs valeurs dépendent des cubes et des produits de 
trois dimensions des excentricités et des inclinaisons des orbites. Ces 
valeurs ne sont pas rigoureuses, parce que nous avons négligé les 
termes qui ont 5n’— 2n pour diviseur; mais, a cause de la petitesse 


e A . I . . : 
‘de 5n'— 2n, on peut, sans erreur sensible, négliger —_—— vis-a-vis 
Dn — a7 


de Ce Are Au reste, nous donnerons dans la suite un moyen d’ap- 
précier Je degré de précision des valeurs précédentes, et nous ferons 
voir qu’elles sont tres approchées. 

On peut observer que ces. deux grandes inégalités de Jupiter et de 
Saturne ont la méme période et qu’elles ont un signe contraire; d’ot 
il suit que, si la premiére fait paraitre le mouvement de Saturne de 


plus en plus lent, la seconde fera paraitre celui de Jupiter de plus en 
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9) 
plus rapide. Ces deux inégalités sont d’ailleurs dans le rapport con- 
stant de 2n?am' a 5n’?a’m, rapport qui, comme on le verra ci-aprés, 
est environ celui de 3 a 7. Ainsi le ralentissement apparent de Saturne 


est plus grand que l’accélération apparente de Jupiter dans la raison 
de 7 a 3. 


XXIV. 


Déterminons présentement les valeurs de 4, #’ et de leurs diffé- 
rences; pour cela, nous reprendrons la valeur de R de l’article VII 

rVvi—s” I 

en v) = = 

: [raver Vyi1—s3 cos(e’— ¢) + r?]? 


So | 


Si on nomme II la distance du nceud de Saturne 4 la ligne fixe d’otl 
l'on compte les 9; y la tangente de l’inclinaison de l’orbite de Saturne 
sur celle de Jupiter, et ¢ la longitude de Saturne comptée sur son 
orbite, on aura, aux quantités pres de ordre y’, 


s'= y sin(», — ID) 
et, aux quantités pres de l’ordre y*, 
= —ty*sinall —+ 7? sin2(,— M1); 
d’ou Von tire, en négligeant les quantités de ordre y', 


a eS 
pp nba iar st 


I 
=D cos(v’— ¢) — 


et 
faa rr 008(¢j Soy Fe]? 
:f 


1 ppl y?[cos( +» — 2II) + sina sin(+', — ¢) — cos(, — ¢)] : 
4 rs 


3 
r?— arr'cos(v,—v) +r? |? 
1 
Il est facile de s’assurer que les parties 


rVi—s”? 


=D cos(¢+’— ¢) 


et 
—1rr'y[sinaIl sin(¢, — ») — cos(, — ¢)] 
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de cette expression de R ne produisent aucun terme de la forme 


sin 


cog (0 Ee ane + 28! — 28) 


lorsque l’on n’a égard qu’aux cubes et aux produits de trois dimen- 
sions des excentricités et des inclinaisons des orbites; en sorte que la 
seule partie de R que nous devons considérer est 


1 trr'y? cos(¢, + ¢ — 211) 


3 


[r?— arr'cos(¢,—¢)+r?] 


rn 


[r?— 2rr'cos(v,—¢) +r] 


Cette partie ne change point en y changeant r et » dans 7’ et ¢', et 
réciproquement; or cette permutation donne la partie de R qui, dans 
la théorie des perturbations de Saturne par l’action de Jupiter, pro- 
duit les termes dépendants de l’angle 5n’t — 2nt + 5e’— 2¢; ces deux 
parties de R sont donc exactement les mémes dans les deux théories 
de Jupiter et de Saturne, comme nous l’avons annoncé dans l'article 
préecédent. 
Maintenant on a, par la théorie du mouvement elliptique, 


r—alit+tte?+ (e—2e’) cos(nt+e—bd) 
—te*?cose(nt+e—o)+2e?cos3(ni+e—o)+...], 
yg = nt+e—(2e—fe*) sin(nt+e—D) 


+e? sina(nt+e—o)— He sin3(nt+e—o)+.... 


On aura les valeurs de 7” et de ¢ en marquant d’un trait, dans celles de 
ret de ¢, les lettres a, n, e, ¢ et w. Cela posé, l’expression de R sera de 
cette forme 


R= Me’ cos(5n't— ant + 5e’— 22 — 30’) 


+ Me? ecos(Sn't — ant + 5e'—22—a2aw'— ow) 
+ Me!’ e? cos(5n't —ant+ 5e'—-28— w’— 2B) 
+M®e® cos(Sn't — ant + 5e'— 2 — 30) 

+ Me’? cos(5n't — ant + 5e/— 22 — 2ll—o’) 


+M®e y? cos(5n't—ant + 5e’—22—2ll— a), 
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); 


153 
et l'on trouvera 
(2) 2 A (2) 3 A(2) 
MIO oy 236A%+ 11a! z= > 184A + ) 
Oa) dA) phone oe? A (3) 03 A(3) 
(= J (3) tr a! = 2 2 
M i, (306. + 51a Ja Sha dat 1haa' CEG Jaq + a4 aaa) 
OA) (4) ee a) 02 AC) aA) 
(GY) ae Ye (4)_ th 2 a 
M Svat 352A 112a Aha Sey) 14a aa a5 a 
OA) 02 Al) 02 AG) 
(3) — 1 (5) 2 1 3 “ 
M = is (380 oA®) + 194a a +oeha at La %) 
aa! ee 
(4)— —_ Cy 
M™)— 6 (1 a! -) 
Mo 2 aa! (LE ot 
16) 
De la on tire, par l’article XV, e 
aoe) oe Coe 
a! M0) — as (38901 + 2010 oe + 2703 54 + a = } 
db\?? ad? b'?) BBs 
0M = — 4s (donb + rgb oe + 26e? aa + a8 i a) 
2 
db) BOY dao) 
a M2 — te (gong) + 18 2 M2 at Ht 
ab\®? d? lg! fa bh’) \ 
gM =— a (800+ 17ha a + 2h? aa vat |, 
db) 
(4 
MM () = Bes (3) z 
aM af eu + o We \ 
dD 
(od aes 
My (5) — — — (4) 2 2 
a’ M®) = S| za 1m i) 
On aura ensuite 
k= Me? sin30'/+MMe"esin(20/+0)+Me'e? sin(w’ +20) 
+M®e? sin3o + Me'y?sin (2+ 0’) 4+ Mey? sin(2ll+ o), 
k'—=— M e? cos30’ — M™ ee cos(20/+ 0 ) —M®e’e? cos(w’ +20) 
—M®e> cos3a — M“e'y? cos(2Ml + 0’) —M®ey? cos(2l+ a). 
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En différentiant ces valeurs de & et de # par rapport ae, e’, o, o et H, 
et en substituant, au licu des différences de ces dernieres quantités, 
les valeurs qui résultent des articles XVI et suivants, on aura les 


Ok ot de 2 
0 


expressions de = et de —-- 


XXV. 


I] existe encore dans la théorie des perturbations de Jupiter et de 
Saturne des inégalités sensibles, dépendantes du rapport approché de 
commensurabilité qui a lieu entre les mouvements de ces deux pla- 
nétes. Supposons, en effet, que, dans |’équation différentielle (10) de 
l’article VI, ’approximation étendue jusqu’aux carrés et aux produits 
deux a deux des excentricités et des inclinaisons des orbites intro- 
duise un terme de la forme A re (3nt —5n't+3e—5¢’), il est visible 
qu’il en résultera dans la valeur de rér le terme 


—A sin 
n?— (3n—5n')? Cos 


(3nt —5n't+3e—5e'); 


orona 
n?— (3n—5n')??=(5n'—2n)(4n—5n'), 

Ainsi Pintégration donne au terme dont il s’agit le tres petit divi- 
seur 5n’ — 2n, et, comme ce terme n’est que de l’ordre des carrés des 
excentricités, on voit qwil peut en résulter des inégalités sensibles 
dans Jes valeurs de e et de dy. Ces inégalités sont liées A celle qui 
dépend de langle 5n’¢ — 2nt + 5e’— 2¢ par un rapport assez remar- 
quable qui les donne fort simplement au moyen des valeurs de & et 
de #’ de l’article précédent. 

Pour cela, soit p la partie de rév qui, dépendante de l’angle 
Sn’t — 2nt + 5e’— 2, a pour diviseur 5n’ — 2n; représentons 
ensuite par 


P sin(3né — 5n'é + 3¢ — 5e') + Qcos(3nt — 5n't + 3¢ — 5e’) 


: ee 
la partie de qui dépend de l’angle 3nz — 5n’'t+ 3 —5e’, P et Q 
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ayant, comme on vient de le voir, 5n’— 27” pour diviseur. Si, dans 
Péquation (10) de l’article VII, on n’a égard qu’aux termes dépen- 
dants de l’angle 5n’t — 2nt + 5e’— 2¢, et qui ont en méme temps 
5n’ — 2n pour diviseur, on aura 


p 


o= + +eP sin(5n't—2nt+5e'— 2¢—@) 
a 


—eQcos(5n't—2nt+ 5e!—2e—w) +24 far, 


pourvu que, dans l’intégrale J aR, on ne conserve que les termes qui 
dépendent de l’angle 5n’t — 2nt + 5¢’— 2¢. Cette équation ne suffit 
pas pour déterminer les quantités p, P et Q; mais on peut en avoir une 
seconde entre les mémes quantités, de cette maniere. 

Si lon multiplie la premiere des équations (A) de l’article I par y, 
la seconde par — a, et qu’ensuite on les ajoute, l’intégrale de leur 
somme sera 


ady—ydx _ ; aly — y'x Oh. aay. 
AF = @ 4! mi foat( oH oe oa) 


orona 


et si, comme nous I’avons fait précédemment, on prend pour le plan 
fixe des x et des y celui de l’orbite primitive de m, on aura 


LS By oni Ba OD vel wen! ryvi—s? 
rae Oa Oy. ig 


sin(¢’— v) 


rr’'V/1—s”? sin(*’— ¢) OR 


a an Seay 
[7?—arr' V1 —s’ cos(o!— ») +r? ]? 


ap : OR , ‘ : ; 
la difference partielle =~ étant prise en ne faisant varier que ¢ dans 


l'expression de R de l’article VI et en regardant 7, 7’, v et s’ comme 


constants. On aura done 
oR 
C= Ge NES 
de ee if ov 
= = F 


dt 
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dot l’on tire | 
oR 
doe 2c or fag 
PAT eS spats r? “ 


orona 


c=Va(i—e?), 


et, si l'on ne considére que les termes dépendants de langle 
5n't — 2nt+5e’— 2, qui ont pour diviseur 5n'— 2n, on a, par 


Particle XXI, 
dov : 
ye 3an f dR; 


on aura donc, A trés peu pres, en ne considérant que les termes qui 
dépendent du méme angle et qui ont le méme diviseur, 


3a fdR =— “ — 3eP sin(5n't — ant + 5e'— 2¢—D) 
OR 
ov. 


+ 3eQ cos(5w/t—ant+5e—2e—w)—a fn dt 


Cette équation, comparée a celle que nous avons trouvée ci-dessus 
entre les mémes quantités p, P et Q, donne 


eP sin (5n'¢—2ant+ 5e’— 2e—@D) 
—eQcos(dn't — ant+ 5222-0) =a f (aR — nts): 


. OR " 
Pour avoir >~, nous observerons que R est fonction de » — 9, r, 


r’ ets’, et, comme dans la supposition de !’orbite circulaire de Jupiter 
rest constant et » = ni +, on aura, dans cette supposition, 

‘OR OR 

Over oe 
Cette équation n’a plus lieu lorsque l’orbite de Jupiter est elliptique, 
parce que l’ellipticité introduit ’angle « dans r et dans ¢; mais on voit 
par les expressions elliptiques de r et de », données dans l'article pré- 
cédent, que ¢ est toujours accompagné de — o dans ce qui a rapport 
a lellipticité, d’ot il suit que, pourvu que l’on suppose ¢ — o con- 
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stant, on aura encore, dans le cas ou l’orbite de Jupiter est elliptique, 


aR _ oR 

dv de 
En substituant donc, au lieu de R, la partie de sa valeur qui dépend 
de Pangle 5n’¢ — 2nt +- 5e’— 2¢, et dont nous avons donné l’expres- 
sion dans l’article précédent, on aura 


OR : 

apes 2Me’> sin(5n't — ant + 5e’— 2¢ — 30’) 
+ 3M ee sin(5n't— ant + 5e'— 2e—20'— BD) 
+4M@e'e? sin(5n't —2ant+5e/—2e— o'— 20) 


+5Me> sin(5n't — ant + 5e’— 22 — 3m) 


+ 2Me'y? sin(dn't — ant + 5e’— 2¢ — 2 —a’) 
+3Me y*sin(Sn'¢— ant+ 5e’— 2e—2ll—ow) 


et, par conséquent, 


oR nea OR 
a f (aR— aes ov ) ~ 5n'—a2an de 


=| Of sin (5n'¢ — ant + 5e'— 2¢) 


Nip == B76, lo OR 


us 
— He c0s(5n!¢— ant + 5e'—a8)|. 


De 1a, il est aisé de conclure 


ppte ale wa on cos@ + Dee as 
on — po pacoe de ; 
a cosmo — ge sinw 

oS 5n'—an\ de ~~ be ‘ 


On aura la partie de dy qui dépend de l’angle 3nt — 5n't + 3 — Se’ 
au moyen de la formule (g) de l’article VII; en observant que, si l’on 
n’a égard qu’aux termes du second ordre dépendants de cet angle et 
qui ont en méme temps 5n’— 27 pour diviseur, cette formule donne 


a tres peu pres 
robes wi Ta 
0 = @ndt? 
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d’ot l’on tire, en négligeant 5n’ — 27 vis-a-vis den, 


dv 2Pcos(3nt—5n't+ 3¢— 5¢’) 
—2Q sin(3nt—5n't+3¢e—5e’). 


XXVI. 


La méme raison qui nous oblige d’avoir égard, dans les expressions 
de ci et de éy aux termes dépendants de l’angle 3nt — 5n’'t + 3¢—5¢’, 
rend également nécessaire la considération des termes dépendants de 
Vangle 2nt — 4n't + 2¢ — Ge’ dans les expressions de ze et de ey, 


v, étant la longitude de Saturne comptée sur son orbite. II est aisé de 
voir, en effet, qu’en intégrant |’équation différentielle du second 
ordre, qui donne 7’ or’, les termes dépendants de l’angle dont il s’agit 
acquierent le diviseur 


n?@—(an—4n')? ou (2n—3n')(5n'—a2n), 
et deviennent tres sensibles par la petitesse de 5n’ — 2n. Soit done 


P’ sin (2nt — 4n't + 2¢—4e') 


+ Q'cos(2nt—4n't + 2¢—he') 


: or’ - ay 
la partie de —- qui dépend de l’angle 2nt — 4n’t +2 — 4e’; on trou- 


vera, par une analyse entitrement semblable a celle de l’article précé- 


dent, 
pl n'a’ Ook AMY ORR Sg 
= eS | o> = &§ 
aaa ee Oe! Bel SIN®W |, 
n'a’ ok! Ok 
( fa = al / 1 / 
Use Spi an \ ger CO8®'— 5,7 sing’). 


On aura ensuite, en n’ayant égard qu’aux termes dépendants du méme 
angle, 
6v;= 2P!cos(2nt—4n't+ 2e— he’) 


—2Q’sin(ant— 4n'¢+22e—fe). 
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XXVII. 


I] nous reste présentement a considérer les parties de és et de és’, 
qui dépendent des carrés et des produits de deux dimensions des ex- 
centricités et des inclinaisons des orbites. Pour cela, nous reprendrons 
la formule (7) de Varticle VI, et nous supposerons d’abord, comme 
dans l’article XI, que le plan des a et des y est celui de l’orbite primi- 
tive de m, ce qui donne s = 0 et s = o. Cette formule devient alors, en 
négligeant les quantités du troisieme ordre, 


ds naty Ss — 8 fin ndtx * 


Considérons les termes de cette valeur de és, qui, n’étant que du second 
ordre, ont pour diviseur 5n’— 2n. Il est visible que ces termes ne 
peuvent étre produits que par l’intégration des fonctions différen- 
tielles 

OR 


n ay Sh et ndta-——s 


or, intégration de ces formules ne peut introduire 52’ — 2n en divi- 
seur qu’au moyen des termes de la forme he (5n't — 2nt + 5e’— 2¢) 
qu elles renferment; voyons donc les termes de cette forme, qui peuvent 
exister parmi les quantités du second ordre, renfermées dans les fonc- 
tions différentielles précédentes. 

Si l’on substitue, au lieu de RB, sa valeur donnée dans l'article IV, on 
aura 

ORME ie" ya! 


A Boa are ae 
Oe [at ays (y= yt (281) 


En négligeant les quantités du troisieme ordre et en substituant au 
lieu de x, y, z, 2, y’, 3’ leurs valeurs, on trouvera 


On 


Y5=s 1)] 


_ trr'y[cos(, + 9 — I) —cos(9; caueazb)I 


[r?—arr'cos(r,—v) +r?]? 
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Il est facile de.s’assurer que les quantités 


af, [cos (+, — » — IL) — cos(v, +» —Il)] 


et 
trr'ycos(v, — ¢ — Il) 


3 
[r?— 2rr'cos(,—¢) +777]? 


ne produisent aucun terme du second ordre dépendant de I’angle 
5n’'t — ant + 5e’— 2¢. La quantité 


Lrr'ycos(v, + ¢ — IL) 


3 
[7r?— arr'cos(v,—v)+r?]? 


en produit de semblables, et il est aisé de voir, par l’article XXIV, que, 
pour les obtenir, il suffit : 1° de changer 211 en II dans les termes de 
lexpression de R, multipliés par y? ; 2° de multiplier ensuite ces termes 


2 ° “4 Gone , , . , , 
eas La partie de la quantité précédente qui dépend de l’angle 
Sn't — ant + 5e’— 2¢ sera conséquemment 

—2M“e'ycos(5n't—a2nt + 5e’— 2e—ll—o’), 


—2M®e ycos(5n't—ant+5e'—2e—-H—o), 


ce qui donne 


fra oR | 2yn e'M sin (5n'¢ — ant+ 5e’ —2e—Tl— a’) 
; 2 Oe Sion +e M® sin (5n’t—2nt+5e’—2e—-N—ow) | 


On trouvera, par une analyse semblable, 


[ude = 2yn | Le eae erm 


B dn'—an|—+eM") cos(5n'¢— ant + 5e/—22—-lTl— ov ) 


La valeur précédente de és deviendra done, en n’ayant égard qu’aux 
termes du second ordre, qui ont pour diviseur 57’ — 27, 


2ayn | eM“ sin (3nt—5n't+ 3¢—5e’+ 11+’) 
+eM)sin(3nt—5n't+ 3¢ eat ey 


Supposons maintenant que le plan fixe des aw et des y, au lieu d’étre 
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celui de l’orbite primitive de m, soit un plan fixe quelconque, qui lui 
soit tres peu incliné; l’expression que nous venons de trouver pour 
m/s sera encore la partie des perturbations de m en latitude, qui a 
pour diviseur Sn’ — 2n, et qu’il faut ajouter a la latitude de m, cal- 
culée dans ’hypothése ot son mouvement a lieu sur le plan de l’or- 
bite primitive. 

Une analyse semblable donnera 


ee 2a'yn! e’M™ sin(2nt — 4n’é+ 26 — 4e’ + T+’) 
~—  dsn'—an|+eM®)sin(ant—4Gn't+e2e—4e) +1 +0)] 


XXVIII. 


I] suit de ce qui précéde que les inégalités un peu considérables, 
dépendantes des carrés et des puissances supérieures des excentricités 
et des inclinaisons des orbites, sont liées entre elles par des rap- 
ports qui les déterminent au moyen des valeurs de & et de &’. Ces 
inégalités ont pour arguments les angles 5n’¢ — ant + 5e’ — 2¢, 
St Ont oe Oe ont —— 4 t +e fe, DW Ent Oe — «, 
6n't — 2nt + Ge’ — 2¢. Les inégalités relatives 4 ces deux derniers 
arguments résultent de la substitution de la longitude moyenne cor- 
rigée par l’article XXIII dans les expressions du mouvement elliptique 
de Jupiter et de Saturne; elles dépendent des quatriémes puissances 
et des produits de quatre dimensions, des excentricités et des incli- 
naisons des orbites; et, comme elles sont fort sensibles, on voit la 
nécessité de porter dans la théorie de Jupiter et de Saturne l’approxi- 
mation jusqu’aux quantités du quatriéme ordre. 

Toutes ces inégalités peuvent étre considérées comme le résultat de 
variations dans les éléments des orbites elliptiques, dépendantes de 
Vangle 5n’¢— 2nt+ 5e’— 2¢. On a déja vu, dans article XXIII, 


qu’il faut corriger les longitudes moyennes de Jupiter et de Saturne 
par des inégalités dépendantes de cet angle; il est facile, d’ailleurs, 
de s’assurer que les inégalités déterminées dans les articles XXV et 
XXVI représentent des variations dans les équations du centre de 
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Jupiter et de Saturne et dans la position de leurs aphélies, dépendantes 
du méme angle, et que, les inégalités déterminées dans l’article pré- 
cédent, représentent des variations dans les nceuds et les inclinaisons 
des orbites qui dépendent encore de cet angle. 

Les coefficients de ces inégalités, étant fonctions des éléments des 
orbites, varient avec ces éléments; il faut donc, a la rigueur, sub- 
stituer dans les expressions analytiques de ces coefficients leurs valeurs 
déterminées par les articles XVI et suivants; mais il est beaucoup 
plus commode, pour les usages astronomiques, de déterminer les 
valeurs de ces coefficients a différentes époques, et d’avoir ainsi la 
loi de leurs variations, comme nous l’avons proposé, relativement 
aux inégalités séculaires des éléments des orbites. 


SECTION SECONDE. 


THEORIE DE SATURNE. 


XXIX. 


Determination numérique des inégalités de Saturne. 


Pour réduire en nombres les inégalités auxquelles nous sommes 
parvenus dans la Section précédente, il faut connaitre les constantes 
arbitraires qui entrent dans leurs expressions analytiques. Ces con- 
stantes relatives au mouvement elliptique de Jupiter et de Saturne sont 
leurs moyennes distances au Soleil, leurs longitudes moyennes A une 
époque donnée, leurs excentricités et les positions de leurs aphélies, 
les inclinaisons de leurs orbites et les positions de leurs noeuds. Les 
observations ne donnent que les mouvements vrais des planetes; pour 
en conclure les éléments précédents, il faudrait connaitre d’avance 
l’effet des perturbations et le retrancher du résultat des observations 
pour avoir la partie due au mouvement elliptique; ainsi, la détermi- 
nation des inégalités de Jupiter et de Saturne et celle des éléments 
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de leurs orbites dépendent réciproquement l’une de I’autre, et l’on 
ne peut parvenir a les bien connaitre que par des approximations suc- 
cessives. C’est dans cette vue que j’ai commencé par tirer de l’analyse 
précédente une formule de correction des Tables de Saturne, de 
Halley. En comparant ensuite cette formule & un grand nombre d’op- 
positions, je suis parvenu & les représenter avec exactitude, et j'ai 
reconnu en méme temps que les éléments des Tables de Halley avaient 
besoin de corrections considérables. J’ai suivi une autre méthode rela- 
tivementa Jupiter; les Tables de cette planéte, publiées par M. Var- 
gentin, représentaient assez bien, a l’époque ou elles ont paru, les 
observations faites depuis un siécle; ce savant astronome a eu égard, 
dans ces Tables, aux inégalités de Jupiter indépendantes des excen- 
tricités des orbites, et celles qui ne dépendent que de leurs premieres 
puissances; mais les grandes inégalités qui alterent le moyen mouve- 
ment de cette planéte, son excentricité et la position de son aphélie, 
lui étant inconnues, il a di les comprendre dans les éléments ellip- 
tiques de ses Tables. Ainsi, pour corriger ces éléments, il suffit d’en 
retrancher l’effet de ces inégalités. 

Les éléments suivants de Jupiter et de Saturne sont le résultat de 
ces calculs. Ils auront encore besoin d’étre corrigés, surtout quand on 
comparera la théorie aux oppositions de Jupiter et de Saturne, discu- 
tées avec plus de soin et de précision qu’elles ne l’ont été jusqu’ici; 
mais ces corrections doivent étre peu considérables et ne peuvent 
avoir qu’une trés petite influence sur les inégalités de ces deux pla- 
netes. 

L’époque & laquelle je rapporterai mes calculs est le milieu de ce 
siécle ou le commencement de 1750, a Paris, temps moyen. Je l’ai 
choisie parce qu’elle est & peu prés moyenne entre les intervalles des 
bonnes observations modernes et que d’ailleurs les principaux élé- 
ments de l’Astronomie ont été déterminés vers cette époque par les 
travaux de plusieurs observateurs célébres. 
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Eléments de Jupiter et de Saturne au commencement de 1750. 


Longitude moyenne ¢’ de’Saturnen Au Pe Pee war 17 20° 
Longitude moyenne ow’ de son aphélie............++. bl ey (8228 aaah” 
DP MIMONCY Cogan sodeuus pyc oo ouvaobuons GoadcddoUoneE 0056263 
Longitude moyenne 7’ de son noeud ascendant.......... ey bed On ial 
Inclinaison de son orbite a l’écliptique, ou ang. tang 0’.. 2°30'20" 
Moyen mouvement sidéral pendant une année commune 
de SOS }OUTGE Meacs sates cana Meee Botnet oe ete nea 12° £2'46", 5 = 43966", 5 
Moyenne distance au Soleil... ca¥ seme 3 es sleremew’s 9, 54007 


celle de Ja Terre au Soleil étant prise pour unité. 


Qua ntala masse m’ de Saturne, j’adopterai celle que M. de la Grange 
a donnée dans les Mémoires de Berlin de 1782, page 186; en discutant 
avec soin les observations des satellites de cette planéte, cet illustre 
géometre a trouvé qu'il fallait un peu diminuer la masse de Saturne, 
déterminée par Newton, et ce qui ajoute a la probabilité de son 
résultat, c’est quwil rapproche de l’observation, d’environ 10 jours, 
le calcul des perturbations de la cométe de 1759; il réduit a 13 jours 
la différence de 23 jours que M. Clairaut a trouvée entre l’instant cal- 
culé et instant observé du passage de cette cométe par son périhélie 
en 175g. En prenant donc pour unité la masse du Soleil, je supposerai 


i! = ECW 
Relativement a Jupiter, 
€- = | VOSA", 
Dex O10" 6. 
€ = 0, 048191, 
158 16 0s 


Ang. tang. 9 = “1° 19/10", 
Le moyen mouvement sidéral de Jupiter, dans l’intervalle de 365 jours, 
est égal & 30° 19'42”= 109182”. 


a =5,20008, 


li 


= 1067,193 
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XXX. 


Les valeurs précédentes de a et de a’ donnent 


a 
a 


= == 1% = 0,040 § 


d’ou j’ai conclu, par les formules de l’article XIV, 


Di Ne="9. 1 > 1600; 
-2 


b'!) — — 0,524084. 


) 
22 
2 


Ces valeurs m’ont donné les suivantes : 


S 
MES 


S 


oa 


iS Sy 
Fs Nes r|- 


> 
vED i~) 


2 (2) 
d? bt 
: 


da? 
d2b\) 
da 
d? b') 
z 


da? 


2,180130, 
0,297489, 
0,0565116, 
0,0139787, 


0,00376118; 


0,808367, 


1,104622, 


0,452687, 


0,162578, 


2,873503, 


3,519366, 


2,994607, 


1,667085 ; 


CN 
da* 
d? bh) 

2 


0,620436, 
0,117886, 
0,0278371, 
0,00714873, 


1,482776, 
0,725968, 
0,2740495, 


0,0946947 ; 
2,550988, 


3,532199, 


2,303625, 
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ou ay 
ee eee 
Tai ==12,817193, Tad =15,4379h0, 
da? oe d3 bP 
Ta =17,032088, ee = 16,622999; 
bi) — 4,081341, 61) — 3, 183288, 
2 2 
bb?) = 9,080158, bY = 1,2940h49, 
2 2 
b= 0,782736, b) = 0,464779; 
2 2 
(3) (4) 
Coens G 381053) Te ahs eee 
da Ao oe he ae 
XXXI. 


Nous allons, d’aprés ces résultats, déterminer numériquement les 
inégalités séculaires des orbites de Jupiter et de Saturne. Nous com- 
mencons par ces inégalités, parce qu’elles influent sur les autres, et 
principalement sur celles qui dépendent de I’angle 


5n't—ant+ 5e'— 26, 


comme on l’a vu dans l’article XXIII. 
Reprenons les formules de l'article XVIII 


be! = iesin(w —o’), 

dw’= (1,0) t — © cos —w'), 

de =o, niresin(a'— @), 

Om =) zB COs( am) 
On a, par l'article XVI, 


mn'T 
(tO)e> rope a alana’ y's 
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mais 


partant 


On aura de la méme maniere 


fpo]= et [Or 92) DW — 30.000). 
i 


Le moyen mouvement sidéral de Saturne, dans l’intervalle de 365 jours, 
est, par l’article XXIX, égal a 43 966’,5; en y ajoutant le mouvement 
de Saturne dans l’intervalle de six heures, on aura 43 996”,5 pour le 
mouvement de cette planete pendant une année julienne; ce sera la 
valeur de n’T, et l’on trouvera 


(1,0) =17", 88644, 
1,0 |]=11", 68819. 


On trouvera pareillement 
(0,1) = 7", 69481, 


ew 4/3 
[o,t i , 028209. 


On aura ainsi, en désignant par z le nombre des années juliennes 
écoulées depuis 1750, 

oe’ = — 0,55065, 

OG es. UrlO,81O70, 

OG. 0.5 0, 29081, 

do tt. 6,48092. 


Mais, comme il est nécessaire d’avoir ces valeurs avec beaucoup de 
précision pour le calcul des observations anciennes, nous allons en 
donner de plus approchées. Pour cela, nous observerons que les 
valeurs précédentes donnent, en 750, 


e'= 0,056264 + 550”, 65, 
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et, en réduisant les secondes en parties du rayon, 
e'= 0,0598934. 
On avait, & la méme époque, 
we! = 8923949 40" 


et, relativement a Jupiter, 
e = 0,046810, 


@ =0°S9 14045". 


De la il est aisé de conclure, par l’article XVIII, 


oe =— 0, 52964, 
ek == 19,95920, 
1 = | 0,28087;, 
a == 610737, 


ce qui donne, par article cité, ces valeurs plus approchées que les 
précédentes, 


de! = — i. 0,55065 —? .0,0000105, 

w= 1.15, 81975 + 7?.0,00013024, 
de = i. 0,27681 — 7?.0,00000503, 
do = 1. 6,48092 + 2?.0,00018652. 


On déterminera les inégalités séculaires des noeuds et des inclinaisons 
des orbites au moyen des valeurs de 60’, él’, 6 et eI de l'article XIX, 
et l’on trouvera, en les réduisant en nombres, 


OG = £.0,094726, 
ol/= — 1.8,72696, 
00 = — 1.0,77443, 
OPS" 4t.16;58550: 
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On pourra, sans erreur sensible, étendre ces valeurs aux observa- 
tions les plus anciennes; leur peu d’influence sur les inégalités de 
Saturne rendrait une plus grande précision tout a fait inutile. 


XXXII. 


Considérons présentement les inégalités périodiques du mouvement 
de Saturne, et d’abord celles qui sont indépendantes des excentricités 
et des inclinaisons des orbites. Pour cela, nous reprendrons les va- 
leurs de u et de V de l'article IX, en y changeant a et n dans a’ etn’, 
et réciproquement; nous y supposerons ensuite z positif, ce qui re- 
vient 4 doubler les termes compris sous le signe &. 

Cela posé, on aura, en n’ayant égard qu’au terme constant de l’ex- 
pression de u, 


mais on a, par l’article XV, 


db\) 
pon” = — Al) dA ee Be bo 2 
7 a Ow ian weds S da)” 
artant 
_ db\ 
CL eas pith ea 
a 4 do. 
ab\” 


En substituant, au lieu de @, 5'”’ et or » leurs valeurs données dans 
Particle XXX, on aura 
or’ 


— «= 0,436805. 


a' 


Si on n’a égard qu’a l’angle nt — n't + ¢ — ¢’, l’expression de u don- 
nera 


! i tal 1 
or’ ne? Ja" dA) , anta A) 


f “Oa! n'—n 


a rm—-n hi 


OEuvres de L. — XI. 22 
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or on a, par l'article XV, 


I 
be () 
Ui ae rhe ; 
(1) 
OA) I I aby 
= B+ @ —* 
da! I Hae da /’ 
on aura donc 
db? 
oo ie Re SON, CN TET UAE 3 cos(nt — n't +e —e'). 
ee aes / DARE eee ine d 
a n(n—a2n')|(n—n')a R= N= a 


L’article XXIX donne 


Rm  92°09' 46%, 9 


fe 3O°1G 4s 


= 0,402690; 


on aura ainsi 


or! ; j 
2 = 0,910968 cos(nt — n't + ¢ — 8’). 


Si, dans l’expression de V, on change a et n dans a’ et n’, et récipro- 

: . , » na’ AM) 
/ fh 

quement, le coefficient de sin(nt — n't +e — ¢’) sera égal a mony? 


! 


n . 
~7 par le coefficient de cos(nt — n't + ¢ — ©’) 


2 
n— 


moins le produit de 


: or’ : ; 5 
dans expression de ~;» ce qui donne, en n’ayant égard qu’a ce 
sinus, 

dv, = 0,018942 sin(nt — n't + e—8'). 
On trouvera de cette maniére, en ne considérant que les inégalités 
indépendantes des excentricités et des inclinaisons des orbites, 


af 


7 — 0,436805 


+ 0,910968 cos(nét—n't+eée—e') 


[o7) 


+ 0,154714 cos2(nt — n't + ¢—s') 
+ 0,035774 cos3 (nt — n't + ¢— é’) 
sits def eyn aia ekecg Ses aad cree CE Mes pees 
d¢,= 0,018942 sin (nt —n't+¢— 28’) 
— 0,162820 sin2(nt — n't + ¢ — ¢’) 
— 0,033939 sin3(nt — n't +e —e') 


ee eee eee sere eer ere ee eee eee sene 
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XXXIII. 


Pour avoir les inégalités dépendantes des excentricités des orbites, 
nous reprendrons les valeurs de wu, et de V, de l’article X, en y 
changeant a et n dans a’ et n’, et réciproquement, et en y supposant 
successivement 7= —1, t= — 2, 1== — 3,..., =1, 1= 2, .... On 
trouvera d’abord, par l’article cité, 


Sid! ae )n AM 
DOS PAS 
eo Tees [3+ n' Josie da” 
3n' on! : (n—n')n 
= — (eb) 

ie wes aac 

db\) Bb) 

ee ene 


Q étant le coefficient de cos(nt — n't + ¢ — ¢’) dans la partie de l’ex- 
: or! : Say Sey: ee 
pression de = qui est indépendante des excentricités. En réduisant 


en nombres cette valeur de D™"’, on aura 


D‘-?) = — 3, 154508. 
On trouvera ensuite 
an’ an' n 
Ss bY) 4. (3 + —]Q 
(n—n')a* n—n' on! 
2n'2])\-1) 


ae 8. 
(27 —n')(3n'—n) epee 
En ne considérant donc, dans les expressions de u, et de V,, que les 
termes dépendants de l’angle nt — 2n't + ¢ — 2¢' et multipliés par 
h’ etl’, et en substituant, au lieu de A’ et de Z’, leurs valeurs e’ sina’ 
et e’ cosa’, on aura 

or! 


= == (hy L1G00Ge COS( i an te — 26'-- w ), 
a 


69, =—16,69373 ¢' sin (nt —an't+e—28 +o). 
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La supposition de z= — 1 donne encore 


or 


( 


—12,524257e qos (nt — an't + — 2e'+- om), 


0°, = .44,84166 esin (nt— 2n't +2—28'+B), 


D : : or! : 
En réunissant ces termes, on aura pour les parties de =r et de év’ rela- 
tives a la supposition de 7= — 1 et dépendantes des excentricités des 
orbites 
6 of 
= 4,11600g9e' cos(nt — 2n't + ¢ — 2e'+ 0’) 
— 12,524257e cos(nt — an't+2e—22'+o), 


dv, =— 16,69373 e' sin (nt — 2n't+¢e— 22'+ ov’) 


+ 44,84166 e sin(nt—an't+e—2e/+oD). 


La supposition de z= — 2 donne 
or! 
T=- 2, 300467 e' cos (ant — 3n't + 2¢ — 3e'+- 0’) 


+ 1,445302e cos(2nt —3n't+2¢—3¢e'+o), 


Ov, = 3,157500e' sin (2nt — 3n't + 2¢ — 3e'+ 3’) 


— 1,89768 e sin(ant—3n't+2e—3e'+@). 


La supposition de z= — 3 donne 
are ie l 3 eal ‘ RAL ! 
=i —=— 0, 4o2029e' cos(3nt — 4n't 4- 3e — Ge’ +0’) 


+0,249073e cos(3nt— 4n't + 3¢—he' +) 


0¢, = 0,44r1095e' sin (3nt — 4n't + 32 —Ge'+o') 


— 0, 261836e sin (3nt — 4n't + 3e— he’ +3). 


ae : : or! eae A : 
La diminution de ces valeurs successives de —7 et de op; fait voir qu’il 


est inutile de pousser plus loin les approximations relatives aux valeurs 
négatives de v. Les valeurs positives de 7 m’ont donné les résultats sui- 
vants : 
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Dans la supposition de i= 1, 


7 = 0,16528,e' cos(nt +6 — oa’) 
+ 0,167942e cos(nt+e—@B), 
ov, =  1,056044e' sin (nt +e —o’) 


—0,135257e sin(nt+e-—-@). 


Dans la supposition de z= 2, 


Or Vemeslars t 't all ! 
Gi 7 92079041 e cos(2nt — n't+ 2¢—2'—@B’') 

—0,200215¢ cos(ant— n't+ 22—e’—o), 
Ov, = 0,092949e' sin (2nt — n't + 2¢—2'— od’) 


—o0,287781e sin(2nt—n't+2e—¢'—w). 


Je n’ai pas poussé plus loin l’approximation, a cause de la petitesse 
des termes que fournit déja la supposition de z = 2, et qui donne lieu 
de croire que les termes suivants sont insensibles. 


XXXIV. 


On peut réduire dans un seul les deux termes que chaque supposi- 
: ‘ ‘ or’ ees Popes : 
tion sur z fournit dans les valeurs de —- et de ov. Sil’on réunit ensuite 


ces différents termes et qu’on leur ajoute ceux de l’article XXXII, on 
or! ; 2 : ; = , 
aura les valeurs de — et de é¢, approchées jusqu’aux premiéres puis- 
a 


_sances des excentricités des orbites, en faisant abstraction des termes 
qui renferment des arcs de cercle. Quant a ces termes, comme ils sont 
dus aux variations de l’excentricité et de l’aphélie de Saturne, on y 
aura égard en faisant varier ces quantités, conformément 4 [’ar- 
ticle XXXI, dans le calcul du mouvement elliptique de Saturne. 

Si l’on multiplie les termes de as par ma’ et ceux de é¢, par m, on 
aura les perturbations du rayon vecteur 7’ et de la longitude ¢, comptée 
sur l’orbite; mais on peut négliger dans ces perturbations celles dont 
l’effet est insensible : or la moyenne distance de Saturne au Soleil 

-étant pres de dix fois plus grande que celle du Soleil a la Terre, sa 


17h THEORIE DE JUPITER ET DE SATURNE. 


parallaxe annuelle n’est que d’un petit nombre de degrés; il n’y a 
done que les inégalités un peu considérables du rayon vecteur de 
cette planéte qui puissent produire un effet sensible sur son lieu géo- 
centrique. Nous négligerons celles dont l’effet est au-dessous de 8”; 
nous négligerons pareillement les inégalités de m év, qui sont au-des- 
sous de ce méme nombre de secondes. Nous aurons ainsi, apres avoir 
réduit en secondes de degré les termes de m 6¢’,, 


mor' ==  0,0039047 
+ 0,0081435 cos(nt— n't+eée—e') 
+ 0,0053605 sin (mt — 2n't + ¢ — 2¢'+ 77°50'46"), 


moe,=— 31" sin(ant — 2an't+ 2 — 28’) 
+ 6'59",3 sin (2n't— nt + 28'— & + 15°0!57") 
— 35” cos(2nt —3n't+ 2¢ — 3e'+ 27°30’) 
+ 1" cos(nt +6). 


Les termes de m¢’, sont peu considérables, a l’exception de celui qui 
dépend de l’angle 2n’t — nt + 2¢’—¢, et qui est a tres peu pres de 
7’ dans ce siécle; mais les changements que la suite des siécles amene 
dans les excentricités et dans la position des aphélies alterent sensi- 
blement sa valeur apres un long intervalle. Pour avoir une expression 
de cette valeur qui puisse s’étendre a un grand nombre de siécles, j’ai 
déterminé ce terme pour l’an 750, en substituant dans son expression 
analytique les valeurs des excentricités et des longitudes des aphélies 
qui avaient lieu 4 cette époque, et que l’on a par l’article XXXI. J'ai 
trouvé ainsi que ce terme était alors égal a 


6'42",5 sin(2n't — nt + 2¢'— ¢ +. 18°57'52"), 


en sorte que, dans l’espace de mille ans, son coefficient a augmenté 
de 16,8, et l’angle indépendant de ¢, sous le signe sin, a diminué 
de 14215”. On peut donc représenter le terme dont il s’agit par 


(6'59", 3 + ¢.0",0168) sin(2n't — nt + 26/—e + 15°0/59"” — i.14",215), 


et, sous cette forme, il peut s’étendre a deux mille ans avant et a mille 
ou douze cents ans apres l’époque de 1750, d’ou les i sont comptes. 
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[oi 


XXXYV. 


Déterminons maintenant les inégalités qui dépendent des carrés et 
des puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons des 
orbites. Pour cela nous reprendrons les formules des articles XXIII et 
suivants. En réduisant en nombres les valeurs de a/M, a’/M", ... de 
expression de aR de l'article XXIV, j’ai trouvé 


a'M) — 5, 240129, a'M"”) — — 9, 598241, 
avM®)=5,799939, a’ M®) = — 1, 160405, 
a'M) = 0,558908, aM) = — 0, 284322. 


De la j’ai conclu pour 1750 


a'k = 0,0001136160, 


a’ k'= 0, 0010292990. 


En substituant ensuite dans les expressions de a’& et de ak’, au lieu 
de e, a, e’, a, y et H, leurs valeurs relatives au commencement de 


Di 


1950, j'ai trouvé a cette seconde époque 


a'k = 0,0000492466, 


a' k'= 0, 0010261342. 


Si ’on nomme T l’intervalle de deux cents ans compris entre ces 
deux époques, la différence des deux valeurs de a’k, relatives 4 ces 
époques, sera 


,Ok 
Ot 

I 

(Sn! - an)T sn? 
on aura donc 
Tas 
(Sn! an) es ae 0, 0000643694. 
ee 


(jn' — 2n)T est égal a cing fois le moyen mouvement de Saturne, 
moins deux fois celui de Jupiter, dans l’intervalle de deux cents ans; 


d’ot l’on tire 
(5n!' — an) T = 81°38'20"; 
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en réduisant ces degrés en parties de rayon, on trouvera 


= = — 0,000090351. 


——— =— 90, 0000044422; 


, 


Ee ta tk a Ok Ok’ 
on aura done ainsi, & l’époque de 1750, les valeurs de — et de —- 


qui pourront servir encore pour l’époque de 1950. Cette maniére de 
les déterminer est beaucoup plus simple que la différentiation des 
valeurs de & et de #’. Cela posé, j’ai trouvé que la grande inégalité 
de l’article XXIII, avec laquelle il faut corriger la longitude moyenne 
de Saturne, était 4 l’époque de 1750 


15n'?m 0,00111965 sin (5n't — ant + 5e'— 2¢) 
(5n'— an)? | + 0,00010917 Cos (Sn! t — ant + 5e’— 2¢) 


et par conséquent égale a 


— 48/44" sin (5n't — ant + 5e! — 2¢ + 5°34'8"). 
Jai calculé de la méme maniére cette grande inégalité pour trois 
autres époques dont ies deux premiéres se rapportent aux observa- 
tions anciennes de Saturne que Ptolémée nous a transmises. Ces 
époques sont l’an 228 avant notre ére, l’an 132 de notre ére et 
Pannée 1950; j’ai trouvé les valeurs suivantes de cette grande iné- 
galité : 
Pour lannée 228 avant notre ére, 
— 52/90" sin(5n't — ant + 5e'— 2¢ + 40°29! 34"); 
Pour l’année 132 de notre ére, 
— 51/47" sin (5n't — ant + 5e’— 2¢ + 34°39/2"); 
Pour l’année 1950, 


— 48'24" sin(Sn't —ant+ de! — oe + Be 17527). 
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En considérant la loi des coefficients des sinus de ces valeurs et celle 
des angles constants qui s’ajoutent a langle 5n/¢ — ant + 5e— 2¢, 
on voit que les uns et les autres vont en décroissant et que l’on peut 
représenter a peu pres toutes ces valeurs par la suivante : 


— (48'44" — io", 10836) sin (5 n't — ant + 5e!— 2¢ + 5°40! — 1.63", 134). 


Cette valeur peut étre étendue, sans erreur sensible, deux mille ans 
avant et a mille ou douze cents ans aprés 1750; mais, dans le calcul 
des observations modernes, nous préférerons employer la valeur 


suivante que donne la comparaison des deux valeurs relatives aux 
années 1750 et 1950: 


— (48'44"— i.o",1) sin(5n't — ant + 5e! — 2 +5°34'/8" — 1.58, 88). 


XXXVI. 


On a vu dans I’article XXIII qu’il faut corriger la longitude moyenne 
de Jupiter avec une inégalité semblable 4 la précédente, mais affectée 
d’un signe contraire et plus petite dans la raison de 22? am! a5n?a'm; 
en sorte que, pour avoir l’inégalité relative 4 Jupiter, il faut multiplier 

2n2am! 


ee / uw y = = EZ 
la quantité 48’44” — t.0”,1 par mea On aura ainsi pour cette iné- 


galité 
(20'49",5 — t.0",042733) sin(5n'é — ant + Se'— 2¢ + 5°34'8" — 1.58", 88). 


Ces deux inégalités de Jupiter et de Saturne sont entre elles, a tres 
peu prés, dans le rapport de 3 4 7; le temps de leur période est déter- 
miné par l’équation , 


5nlt — ant + 5e’— 2¢ — 1.58", 88 = 360°. 
Pendant une année julienne, l’accroissement de l’angle 
5n't — ant —t.58",88 


est de 1410”, 6, ce qui donne 918 ans ? pour la durée de cette période. 
Les inégalités précédentes font paraitre les moyens mouvements de 
OEuvres de L, — XI. 23 
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Jupiter et de Saturne différents des véritables moyens mouvements. 
On aura le moyen mouvement apparent de Saturne durant une annee 
commune de 365 jours en ajoutant & son moyen mouvement annuel 
la quantité dont la grande inégalité de Saturne varie dans cet inter- 
valle, et cette quantité est, a fort peu pres, égale a 


— (48'44" — i.0",1) sin 23/31" cos(5n!t — ant + 5e!— 2+ 5°34'8"— 1. 58", 88). 


On aura le moyen mouvement annuel apparent de Jupiter en ajoutant 
2 son moyen mouvement annuel la quantité précédente affectée d’un 
signe contraire et diminuée dans le rapport de 3 a 7. 

Cette quantité était & son maximum en 1560, ot l’on a eu 


5n't — ant + 5e!— 2¢ + 5°34/8"— 7,58", 88 = 0; 


A cette époque, le moyen mouvement annuel apparent de Saturne était 
plus petit que le véritable de 20’,1, et le moyen mouvement annuel 
apparent de Jupiter surpassait le véritable de 8’,6. Depuis ce temps, 
les moyens mouvements apparents des deux planétes se sont rappro- 
chés sans cesse des véritables moyens mouvements, et, en 1789, ils 
leur seront égaux. 

Ces résultats expliquent pourquoi la comparaison des observations 
modernes aux anciennes semble indiquer un ralentissement dans le 
moyen mouvement de Saturne et une accélération dans celui de Ju- 
piter, tandis que la comparaison des observations modernes indique, 
au contraire, une accélération dans le mouvement moyen de Saturne, 
et un ralentissement dans celui de Jupiter. Ces deux phénoménes, 
opposes en apparence, dérivent également des inégalités précédentes, 
dont les observations futures feront de plus en plus reconnaitre l’exis- 
tence. 

Il est fort remarquable que ce soit vers l’époque du renouvellement 
de l’Astronomie que les moyens mouvements apparents des deux pla- 
netes ont le plus différé des véritables, ce qui a donné lieu aux astro- 
nomes de croire que le mouvement de Saturne se ralentissait et que 
celui de Jupiter s’accélérait sans cesse; trois siécles plus tard, les 
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observations auraient fait naitre une opinion contraire. Les mouve- 
ments que l’Astronomie d’un peuple assigne a Jupiter et 2 Saturne 
peuvent donc nous éclairer sur le temps ot elle a été fondée. Suivant 
les Tables indiennes de Chrisnaburam, le moyen mouvement sidéral 
de Saturne, dans l’intervalle de 365 jours, est de 12°12 23”, et celui. 
de Jupiter est de 30°19/52”. Le premier de ces mouvements est en 
défaut de 23”5, et le second est en exces de 10”; ces deux nombres 
sont a fort peu pres dans le rapport de 7 43, comme cela doit étre si 
erreur vient de ce que les moyens mouvements apparents de ces deux 
planeétes ont été pris pour leurs véritables moyens mouvements. Les 
Indiens paraissent donc avoir bien déterminé ces moyens mouvements 
apparents; mais on voit, en méme temps, qu’ils les ont déterminés 
dans une partie de la période des inégalités précédentes, dans laquelle 
le mouvement moyen apparent de Saturne était fort lent et celui de 
Jupiter tres rapide. Ces peuples ont deux principales époques astrono- 
miques qui paraissent liées entre elles par Jes moyens mouvements 
des corps célestes, de maniere que l’une des deux est nécessairement 
dérivée de l’autre. La premiere de ces époques remonte a l’an 3102 
avant notre ere; et je trouve qu’alors le moyen mouvement annuel 
apparent de Saturne était de 12°12'25”, et celui de Jupiter de 
30°19/51”, ce qui s’éloigne tres peu des déterminations indiennes. 
Leur seconde époque est dans l’année 1491 de notre ere, et le moyen 
mouvement annuel apparent de Saturne était alors de 12°12’ 28"5; 
celui de Jupiter était de 30°19'50”. Ces mouvements s’accordent 
moins exactement que les précédents avec les déterminations in- 
diennes; mais les quantités dont ils s’en éloignent sont dans les 
limites des erreurs dont ces déterminations sont susceptibles, en 
sorte qu’il est impossible, par cela seul, de reconnaitre laquelle des 
deux époques est réelle ou fictive. 


XXXVI. 


Pour réduire en nombres l’inégalité de Saturne, qui dépend de 
angle 2nt — 4n't + 2¢—4e’, et que nous avons considérée dans 
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; , Ok , Ok! 
article XXVI, il faut déterminer les valeurs de a Fe! et dea Fe3 OF 


j'ai trouvé, pour le commencement de 1750, 


ea’ ee = 0,0017522818, 


rl 


/ 
ea = 0,0024113809, 


oe! 
d’ou j’ai conclu 


oe 
ie (Sn'— an)e! 


0,00246747, 


n' 
= ——_———_ 0, 0016723 
(5n'—an)el’ 1g2e) 


Q’ 


ce qui donne, par l'article cité, en n’ayant égard qu’a la partie de 
mov, qui dépend de l’angle 2nt — 4n’'t + 2 —4e’, 

m ov, =— 10/13" sin(ant — 4n't + 2¢ — he'+ 55°52! 19"). 
J’ai trouvé de la méme maniere, aux époques suivantes : 


228 ans avant notre ére: 


m o¢', = — 10/45" sin(ant — 4n't+ 26 — 4e'+ 32°109/29"). 
En 132: 

m ov, = — 10'39"sin(2nt — 4n't-+ 2¢ — 4e'+ 36°35'9"). 
En 1950 : 

m ov’, =— 10! 10" sin(ant — 4n't + 22 — he’+ 58°16/9"). 


Ces quatre valeurs de mv sont & tres peu prés représentées par la 
suivante : 


m ov, = — (10'13"— ¢.0", 0160698) sin (2nt — 4n't + 2¢—he'+ 55°52! 19"-+- t.42", 8834); 


et cette formule peut s’étendre a plus de 2000 ans auparavant, et a 
1000 OU 1200 ans apres 1750. : 
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XXXVIII. 


Si on prend la moitié du coefficient de la valeur précédente de 


’ ; 
m oy’, avec un signe contraire, et que l’on change le sinus en cosinus, 


on aura, par l’article XXVI, la partie de ae 


; , ’ 
a7 qui dépend de l’angle 
ant —4n't+2e—4e’. En réduisant ensuite les minutes et les se- 


condes en parties du rayon, on trouvera a tres peu prés 
m or'= 0,0141527 cos(2nt — 4n't + 2¢ — he’+ 55°52! 19"+ 7.42", 8834). 
I] existe encore dans l’expression du rayon vecteur 7’ un terme dépen- 


dant de l’angle 5n’t — ant + 5e’— 2¢, et qui résulte de l’analyse de 


/ 


: (ee m * 
Particle XXV. En désignant ce terme par Ss on aura, par l’article 
cité, 
mo! ‘ 

— =— e'a'mP' sin(5n't — ant + 5e'— 2 —0') 


+ ea'’mQ' cos(5n't — ant + 5e'— 2e—3’) 
tomn'a'? ’ 
— ~——— [Asin (5n't—2ant+5e'— 22) —k'cos(5n't—ant+5e'—26)]. 
Sn'—2n 
En substituant au lieu de P’, Q’, & et &’ leurs valeurs, on verra que 
cette inégalité du rayon vecteur est trop peu considérable pour y avoir 
égard. 


XXXIX. 


Nous sommes présentement en état d’apprécier le degré d’approxi- 
mation qui nous a donné la grande inégalité de Saturne, dépendante 
de l’angle 5n/t — 2nt + 5e’— 2. Pour cela, reprenons la formule (9g) 
de l’article VII; en y changeant les coordonnées de Jupiter dans celles 
de Saturne, et réciproquement, nous aurons 
se LGN = th Be + 3a'm frac far + nal {ride mt 

ah ae : ON od 


Vine? ; 


la différentielle d’R se rapportant uniquement au mouvement de 


mov, = 
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Saturne. L’approximation dont nous avons fait usage pour déterminer 
V'inégalité dont il s’agit consiste & n’employer dans m ér’ et dans m ¢v, 
que les termes qui ont pour diviseur (57’— 27)?; mais, vu la gran- 
deur de ces termes, il pourrait arriver que ceux qui n’ont que 
5 n'—2n pour diviseur fussent encore sensibles; il importe donc d’ap- 
précier ces derniers termes. Si l’on néglige le carré de e’, on voit que 
la question se réduit & examiner dans la formule précédente les termes 


de 
md(r'dr') — mr'dér' 
a?nidt ? a?®n'dt 


R 
et 2a'm{n'dt eo 


qui, dépendant de langle 5n’t — ant + 5e’— 2¢, ont pour diviseur 
5n'— 2n. Il est visible d’abord, par l’article précédent, que le terme 
de l’expression de mr’ér’ qui dépend de cet angle est peu considé- 
rable, et qu’ainsi sa différentielle est insensible, puisqu’elle est mul- 
tipliée par le tres petit coefficient 5n’— 27; on voit donc que la quan- 


SIO BOT 


tite —. 7,7 ne peut avoir aucune influence sensible sur l’inégalité 


de Saturne dépendante de l’angle 5n’¢ — ant + 5e’— 2¢. 


: mr'dor' ; 3 
Si, dans le terme Sanlar ee substitue au lieu de 


cette expression qui dépend de langle 2n¢ — 4n't+ 2¢—4e’, et qui, 


/ 
= Bb la partie de 
a 
par l’article précédent, est a fort peu pres égale a 


5'6” cos(2nt — 4n't + 2¢ — he'+ 55°52’ 19"), 
: ; : r’ : 
si l'on substitue encore, au lieu de —, sa valeur approchée 


1+ e'cos(n't+ e— od’), 
il en résultera le terme 
2/33" .e'cos(S5n't — ant + 5e!— ae — w!— 55°52! 19"); 


mais on a 
e'= 0,056263, 


ce qui donne 
2'33".e'= 8", 608. 
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a’ n' dt 
n’influe qu’insensiblement sur la grande inégalité du mouvement de 
Saturne. 


Cette derniére quantité est presque insensible; ainsi le terme 


A ,oR : ae 
Examinons le terme 2a’m [| n'dtr a Si ’on ne considere dans R 
que la partie qui dépend de l’angle 5n’¢ — ant + 5e’— 2¢, et qu’on la 


- représente par 6 cos(5n't — 2nt +A), on aura 


3 ! o = 
JaR+2 Diy) 72 15n! da! 


oR 15! | 2a'(5n'—2n) 06 
; 6 
or 


Jeos(sn' —2nt+A); 


orona 
a(S5n'i—an)_ 1 


15n! TT Boy 


on aura donc a trés peu pres 


2a'(5n'— an) 06 


oa ayy aq" 


en augmentant dans 6 la constante a’ de sa 225° partie; ainsi, pour 
avoir égard dans l’expression de la grande inégalité de Saturne au 


terme amd fn'dt pS, il suffit, dans le calcul de 3a’ fn'dt fa’, 


d’augmenter a’ de sa 225° partie, ce qui fait voir que ce terme ne peut 
avoir qu’une influence tres petite et du méme ordre que les carrés des 
excentricités. 

Il suit de la que approximation dont nous avons fait usage donne 
avec beaucoup de précision la grande inégalité de Saturne dépen- 
dante de l’angle 5n’t — 2nt + 5e’— 2¢, et nous verrons dans la suite 
que cette inégalité ainsi déterminée répond parfaitement aux observa- 


tions. 
bbe 


Si l’on rassemble les résultats précédents, et que l’on se rappelle 
les formules connues pour avoir l’anomalie vraie dans l’ellipse au 
moyen de l’anomalie excentrique, et celle-ci par l’anomalie moyenne, 
on en tirera les formules suivantes pour déterminer la longitude hélio- 
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centrique de Saturne rapportée a son orbite, et son rayon vecteur a 
un instant quelconque. 

On calculera d’abord les longitudes moyennes nt + ¢ et n't + ¢’ de 
Jupiter et de Saturne pour cet instant, ces longitudes étant comptées 
de l’équinoxe fixe de 1750; en ajoutant ensuite a n’¢ + ¢’ le terme 


— (48'44"— i.0",10836) sin(5 n't — ant + 5e’— 2¢ + 5°4o’— 7.63",134), 


; ae om , 
on formera un angle que je désignerai par 9’. 

On calculera o en ajoutant a la longitude moyenne de I’aphélie de 
Saturne, pour 1750, la quantité 7.15”,81975; on calculera pareille- 
ment l’excentricité e’, en ajoutant a sa valeur relative a 1750, et ré- 
duite en secondes de degré, la quantité — 7.0”,55065. 

Cela posé, on déterminera l’angle X’ au moyen de |’équation 


g’— w= X'+ e’sinX’, 


et angle Y’ au moyen de l’équation 


1—e’ 
tang} Y= / ear tang X’, 
e’ étant ici réduit en parties du rayon. La longitude héliocentrique ¢, 
de Saturne, rapportée & son orbite et comptée de l’équinoxe fixe de 
1750, sera 


9, = Y'+ o’— 31" sin2a(nt — n't + ¢’—e) 
+ (6'59",3 + ¢.0",0168) sin(an't — ni + 2e’— ¢ + 15° 0! 57" — 7.14", 215) 
— 35" cos (ant — 3n't 4+ 2¢ — 3e'+ 27°30’) +11" cos(nt+e) 
— (10'13”— ¢.0", 0160698) sin(2nt — 4n't + 2¢ — he’ 
+ 55°52'19’+- 7.42”, 8834); 


le rayon vecteur 7’ sera 


r'= a'(1+ e' cos X’') + 0,0039047 
+ 0,0081435 cos( nt— n't+ e— 6) 
+ 0,0053605 sin( né—2n't+ & —2e'+ 79°50! 46") 


+ 0,0141527 cos(2nt —4n't + 26 — he! + 55°52'19"+ 1.42", 8834) 
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a est une constante que l’on peut déterminer par des observations de 

Saturne faites dans ses quadratures, et dont nous avons donné une 

valeur fort approchée dans l’article XXIX; mais la théorie ne doit 

point emprunter cet élément de l’observation directe : il doit résulter 

de la durée de la révolution de Saturne comparée a celle de la Terre. 
On a, par ce qui précéde, 


Si ’on nomme R, N et M pour la Terre ce que nous avons nommé a’, 
n' et m’ pour Saturne, on aura . 


1-- M 


ican atte 


Si l’on désigne ensuite par B ce que devient A” lorsque en con- 
sidere l’action réciproque de Jupiter et de la Terre, et par C ce que 
devient cette méme quantité lorsque l’on considere l’action réciproque 
de Vénus et de la Terre, on aura, par l’article IX, pour la partie con- 
stante du rayon vecteur terrestre, qui est indépendante de l’excentri- 
cité de son orbite, 

OB rele 0c 

Reece ~ RO he 

ORs we, 140Rs 
m’” étant la masse de Vénus; c’est cette quantité que l’on prend pour 
unité de distance dans la théorie des planetes. En la supposant done 


égale a ’unité, on aura 
i} m 0B m" mn) 
Oe ee ee 


Il est aisé de voir que, a cause de la distance de Jupiter au Soleil, 


‘m OB St tgts . Mery : 
om OB ect une quantité tres petite et inférieure a celles que nous 


~6.0n 
nous sommes permis de négliger dans l’expression de 7’; la petitesse 
a'm" oC 
de m” permet encore de négliger —7— 55- On aura ainsi, a fort peu 
pres, 
a’ : 


OLuvres de L. — XI. 2h 
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mais ona, parce qui précéde, 


za 3 (1 + +m'— iM); 


en négligeant donc la masse M de la Terre, vis-a-vis de la masse m’ de 


Saturne, on aura 


ce}ro 


Ce @) (1+ 3m’). 


Les observations donnent le moyen mouvement sidéral de la Terre 


dans l’intervalle de 365 jours égal & 1 295 ogo”, 25; partant 


N _ 1295090,25 


n  43966,5 ” 


dot lon tire 

a= 9,940729 $ 
et, comme le moyen mouvement sidéral de Saturne, dont nous yenons 
de faire usage, differe tres peu de la vérité, cette valeur de a’ a toute 


la précision que l’on peut désirer. 


XLI. 


il nous reste présentement & considérer le mouvement de Saturne 
en latitude. Pour cela, il faut reprendre la valeur de és de l’article XI, 
en y changeant és en os’, et a, n, ¢, p,g dans a, n', &’, p’, g’, et réci- 
proquement. Les arcs de cercle que renferme l’expression de m 4s’ 
étant dus aux variations séculaires du plan de l’orbite, il est clair que, 
pour y avoir égard, il suffit de faire varier la position des nceuds et 
Vinclinaison de lorbite de Saturne, suivant les formules de l’ar- 
ticle XXXJ. Quant aux autres termes de l’expression de més’, il est 
aisé de voir que le plus considérable est celui qui dépend de l’angle 
nt— 2n't + ¢ — 2, a cause de la petitesse de son diviseur; or, en 
calculant ce terme, on trouve quwil n’excéde pas 4”: on peut donc le 
négliger. On trouve pareillement que la partie de m 6s’, qui dépend de 
Vangle 2nt — 4n't + 2¢ — Ge’, et dont nous avons donné expression 
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analytique dans l'article XXVII, n’est que d’un petit nombre de se- 
condes; ainsi, dans le calcul de la latitude de Saturne, il suffit d’avoir 
égard aux inégalités séculaires de la position de son orbite. 

On calculera done la longitude I’ du neeud ascendant de Saturne, en 
ajoutant sa valeur relative, au commencement de 1750, la quantité 
— 1.8”, 72696, et l’on aura l’inclinaison 0’ de son orbite, en ajoutant 2 
sa valeur, pour 1750, la quantité 7.0”,094726. On aura ainsi la posi- 
tion de lorbite de Saturne relativement a l’équinoxe de 1750 et au 
plan de l’écliptique a cette époque. 

Si on voulait rapporter le mouvement de Saturne a l’écliptique 
vraie, il faudrait ajouter 4 la longitude de son noeud la quantité 
— £.18",7, et 4 Vinclinaison de son orbite la quantité — 1.0”,16. Cela 
suppose que la diminution séculaire de lobliquité de lécliptique est 
d’environ 50”; mais il ne peut résulter de cette supposition aucune 
erreur sensible sur les mouvements de Saturne, et prineipalement sur 
son mouvement en longitude, le plus important 4 considérer, 4 cause 
des irrégularités qu'il présente. 

Lorsque l’on aura déterminé, par ce qui précéde, le lieu héliocen- 
trique de Saturne et son rayon vecteur, il sera facile d’en conclure 
son lieu géocentrique. Pour rapporter & l’équinoxe mobile les longi- 
tudes héliocentriques et géocentriques de Saturne, il suffit de leur 
ajouter la quantité 7.50”, 25, le mouvement annuel des équinoxes dans 
ce siecle ayant été trouvé 4 tres peu pres égal a 50”}. Mais, dans le 
calcul des observations anciennes, il faut avoir égard a linégalité de 
la précession des équinoxes dans les différents siecles. 

Les formules précédentes supposent que l’on connait exactement 
les éléments de l’orbite de Saturne pour le commencement de 1750; 
nous en avons déja donné des valeurs fort approchées dans lar- 
ticle XXIX; nous allons les rectifier encore par la comparaison de la 
théorie précédente avec les observations modernes. 
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XLII. 


Comparaison de la théorie de Saturne avec les observations 


modernes. 


Les oppositions de Saturne ayant l’avantage de donner immédiate- 
ment sa longitude héliocentrique, et les astronomes les ayant obser- 
vées par cette raison avec un soin particulier, nous comparerons ayec 
elles la théorie précédente; nous ne considérerons que les observations 
en longitude, parce que le mouvement de Saturne en latitude est assez 
bien déterminé par les Tables, et que le principal objet de nos recher- 
ches est de voir si la théorie de la pesanteur universelle représente 
les inégalités du mouvement de cette planéte en longitude. 

Dans le calcul des observations modernes, on peut simplifier la 
régle générale que nous avons donnée dans l'article XL, pour déter- 
miner le lieu héliocentrique de Saturne, et l’on peut y substituer la 
regle suivante qui s’étend a toutes les oppositions de cette planete 
observées depuis Tycho jusqu’a nous. 

On calculera d’abord le moyen mouvement sidéral n't de Saturne, 
depuis le commencement de 1750, en supposant ce mouvement égal & 
43.966",5 dans Vintervalle de 365 jours; en ajoutant ensuite a ce 
mouvement 7°21°17’ 20”, on aura la valeur de n’¢ + ¢’ relative a l’in- 
stant pour lequel on calcule. 

On déterminera ensuite le moyen mouvement sidéral né de Jupiter, 
depuis 1750, en supposant ce mouvement égal 4 109182” dans |’inter- 
valle de 365 jours; en lui ajoutant ensuite 3°44/30’, on aura la va- 
leur de nt + « relative 4 l’instant pour lequel on calcule. 

On peut, dans la détermination des angles nt + < et n't +<’, faire 
usage des Tables de Halley, calculées pour le méridien de Paris. Sui- 
vant ces Tables, le moyen mouvement de Saturne en longitude, par 
rapport a l’équinoxe mobile, est de 44001”,46 dans Vintervalle de 
365 jours; ainsi l’exces de ce mouvement sur le précédent est de 
34”,96: il est par conséquent de 34’,98 durant une année julienne. 
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D’ailleurs, en 1750, la longitude de Saturne était, par ces Tables, plus 
petite de 50’56” que 7821°17'20"; on aura donc la longitude moyenne 
n't +e’ en ajoutant a la longitude déterminée par ces Tables la quan- 
tité 50’56” — 1.34’, 98. 

On aura pareillement la valeur de n¢ + ¢ en ajoutant a la longitude 
de Jupiter, déterminée par les mémes Tables, la quantité 


— 20/47" —1.56",13. 
On retranchera de n't + ¢’ le terme 
(48'44"— i.0",1) sin(Sn't — ont -+ 5e!— 264 5°34'8"— 7.58", 88): 


soit 9’ la difference. 
On calculera langle o’ d’aprés la formule 


w= 8828°9! o4"+ 1.15", 81975. 


Cela posé, la longitude vraie ¢, de Saturne, comptée sur son orbite et 
rapportée a l’équinoxe fixe de 1750, sera donnée par la formule 


p, = o' — (23201"— @.1",1) sin(o’— o’) 
+ 815" sin2(o’— ow’) 
— fo" sin3(o'—o’) 
— 613" sin (ant —4n't+ 2¢ — 4e'+ 55°52! 19"+ 1. 42",8834) 
+ 419"sin(an’é— nt +2e/— ¢€+ 15° 0/57"—1.14",219) 
35”cos (2nt — 3n't + 28'— 3¢'+ 27°30‘) 


31" sin (2nt — an't + 2¢ — 28’) 


+ 11"cos( nt +e) 
+ de'+ tdn'— 20e' sin(g/— 0’) 
+ 2e' (dw’— de’) cos(o’—o’), 


oe’, On’, Oe’ et do’ étant les corrections que doivent subir la longitude 
moyenne de Saturne au commencement de 1750, son moyen mouve- 
ment annuel, son excentricité et la position de son aphélie. 

La réduction a l’écliptique sera, a fort peu pres, 


— 99" cos(2¢, + 46°58’), 


v, étant ici la valeur précédente de ¢, lorsqu’on néglige les correc- 
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tions des éléments. On rapportera ensuite la longitude précédente de 
Saturne a l’équinoxe mobile, en lui ajoutant 7.50’, 25, ¢ exprimant, 
dans tout ce qui précede, le nombre des années juliennes écoulées 
depuis 1750. 

XLUI. 


Pour déterminer les corrections ¢6¢’, dn’, de’ et da’, j'ai choisi vingt- 
quatre oppositions de Saturne, disposées d’une maniere avantageuse 
pour cet objet, et que la loi des erreurs des Tables de Halley, aux- 
quelles on a comparé toutes les oppositions de cette planéte, m’a fait 
reconnaitre comme étant assez précises. Je supposerai que les longi- 
tudes données par ces oppositions sont des longitudes vraies, ce qui 
n’est pas parfaitement exact, puisque les oppositions calculées par 
Halley, sur les observations de Flamsteed, sont affectées de laberra- 
tion et de la nutation, qui n’étaient pas encore découvertes. II serait 
tres utile de reprendre les observations originales qui ont servi a 
déterminer les oppositions de Jupiter et de Saturne, et d’y appliquer 
Paberration, la nutation et les positions mieux connues des étoiles; 
mais, en attendant que ce travail important soit exécuté, j’emploierai 
les oppositions telles que les astronomes les ont données, et je sup- 
pléerai par leur nombre a la précision qu’elles laissent encore ) dé- 
sirer. 

La comparaison des oppositions calculées avec les oppositions ob- 
servées donne des équations de conditions, qui servent & déterminer 
les corrections des éléments de Saturne. Prenons pour exemple 
opposition de cette planete en 1700. Cette opposition a eu lieu le 
3 septembre & 3"2™, temps moyen, 2 Paris. On tire de la, pour cet 
instant, 

i= —h0,a9, 
n't + e'= 11° 18°28! 36’, 8, 
nt +e =10% 6°46'44". 
Le terme 


(48'44"— ¢.0",1) sin(5n't — ant + 5e!— 2¢ + 5°34'8"— 7.58", 88) 
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devient 40'5”,1; en le retranchant de n’¢ + ¢’, ona 


Se is IME Me SLES 
On trouve ensuite 
Dime Sono Dioht s 
on aura ainsi 
g'— w'= 79°54'8", 
dot lon tire 
— (23201"— 7.1",1)sin (9'— wo’) =— 22804",8, 
+ 815" sin2(9/—o’)=+ 281",3, 
— fo"sin3(9/—o')=+ 34",5. 
On a, de plus, 


— 613" sin(2nt —4n't+ 2¢ — he'+ 55°50! 19"+ ¢.42”",8834)—+ 54", 1, 
+ Arg"sin(2n't—né + 28/—e + 15° 0/59"—7.14",215) =-+ 298",3, 
— 35"cos(2nt —3n't+ 2¢— 3¢'+ 25°30’) = 9h" 2D, 
— 31”sin(ant — 2an't+ 2¢— 26") s=-t 30'S, 
+ r1"cos(nt +6) =— 67,6. 


En réunissant tous ces termes, on aura — 6°12'2”,3; cette somme 
ajoutée a o’ donnera t1$11°38’18”’,0: ce sera la valeur de ¢, ou la lon- 
gitude de Saturne comptée sur son orbite de l’équinoxe fixe de 1750, 
lorsqu’on fait abstraction des corrections des éléments. Cette valeur 
de ¢, donne —g7’,4 pour la réduction 4 l’écliptique; d’ailleurs, 
t.50”,25 est, dans ce cas, égal & — 41'18’,8. En ajoutant ces deux 
quantités a Ja valeur de ¢,, on aura, abstraction faite des corrections 
des éléments, 11$10°55’21”,8 pour la longitude de Saturne sur |’éclip- 
tique et rapportée & l’équinoxe mobile. 

Maintenant ona 


sin(o'— 0’) = 0,98451, cos(9/— a’) = 0,17532; 
la vraie longitude de Saturne sera done 
11510°55!21", 8 + de’— 4g, 33 on'— 20e'.0,98451 + 2! (dw'— de’).0,17932. 


La longitude calculée par Halley, sur les observations de Flamsteed, 
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était au méme instant égale 4 11°10°58’0”; en retranchant cette lon- 
gitude de la précédente, on aura l’équation de condition 


0 = -— 2/38", 2 + de’— 4g, 33.dn' 
— 20e’.0,98451 + 2e'(dw’— 0e").0,17532. 


C’est ainsi que j’ai formé les vingt-quatre équations de condition sui- 
vantes; le temps des oppositions est compté en temps moyen a Paris, 
suivant le nouveau style : 


1591. — 30 décembre, 22°14”. 


Longitude héliocentrique observée.. 3°9°23'14" 


a5 (<0 2) FQ ee DS Or 
J < 
( + 20e'.0,22041 — 2e'(dw'— de’) .0,97541, 
1598. — 20 mars, 23"0™. 
Longitude observéesec. +. si sae 6°0°33/307 
(a) 0 = — 3/32",7 + de’ — 151,78 dn! 
+ 2 de'.0,99974 — 2! (dw! — de’) .0,02278. 
1660. — 27 avril, 22"0™. 
Longitude observée _ bie Lx eotkore eiocaticte 7°8° 40’ 56” 
(3) ( o=— 5'12",0 + de’ — 89,67 dn! 
+ 2 0e’.0,79735 + 2e' (dw! — de’).0,60352. 
1664. — 14 juin, 15'26™. 
Longitude observée .....0.2.00008 8§24°31' 10” 
(4) ( 0==- 3'56",7 +- de’ — 85,54 dn! 
+ 2.0e'.0,04241 + 2! (dw! — de').0,99910. 
1667. — 21 juillet, 0®34™. 
Longitude observée.............. 3828°31' 10" 
6) ( o = — 3'/31",7 + de! — 82,45 dn! 


— 2 0e’.0,57924 + 2e! (dw! — de’).0,81516, 
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1672. — 20 septembre, 12°16". 


Longitude, observée..........«s-< W1° 98941497 
6) 0 = — 3/32",8 + de! — 77,28 dn’ 
— 2 0e’.0,98890 — 2e' (dw! — de').0,14858. 
1679. — 25 décombre, 22"39™. 
Longitude observée..........ssss0% 3°4°54'0" 
_ ( o==— 3'9’,9 + de’ — 70,01 én! 
@ + 2 0e’,0,12591 — 2e’ (dw! — de’).0,99204. 
1687. — 29 mars, 1122”. 
Longitude observée.............., 6°9°24'20" 
(8) 0 =— 4'4Q",2 + de’— 62,79 dn’ 
+- 2 de’.0,99476 + 2e! (dw' — 0e’).0,10222. 
41690. — 5 mai, 6"46™. 
Longitude observée.............- Fees eB a 
0 = — 3/26",8 + de’ — 59,66 dn’ 
my + 2 de’.0,72246 + 2¢' (dw! — de’).0, 69141. 
1694. — ar juin, 21°18™. 
Longitude obseryée ~.. . «seen. «oe Que mTATON 
o =— 2'4",9 + de’ — 55,52 On! 
ee — 2 de’.0,07303 + 2e! (dw! — de’).0,99733. 
4697. — 27 juillet, 9'31™. 
Longityde observee . o..ci..ttoe = 10°5° 19/30" 
0 = — 2/39", 4 + de’ — 52,43 dn! 
eo 2 3¢!. 0,66945 “+ 2.e'(dw' — de').0,74285. 
1701. — 16 septembre, 2°51™. 
Longitude observée ............. 11°95%23 JO- 
(== a' hr", 2 + de’ — 48,29 dn’ 
i — 2 de’.0,99902 — 2€' (dw! — de’) .0,04435. 
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(14) 


(16) 


(17) 


(19) 
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4731. — 23 septembre, VOR Aes 


Longitude observée .....+.++++-++ 0°0° 30! 50" 
(ores 3/31",4 + de’ — 18,27 dn’ 
— 2 6e'.0,98712 — 2e' (dw! — de’).0,15998. 
1738. — 28 décembre, 1"7™. 
Longitude observée..........+..+- 3°6° 42! 55" 


0 =— 4’9",5 + de’ — 11, 01 On! 


+ 2 de'.0,13759 — 2e! (dw! — de’).0,99049. 


4746. — 31 mars, 10°51™. 
Longitude observee si.) emt = ele G lize wine 
o = — 4'58",3 + de’ — 3,75 dn! 


+ 20e’.0,99348 + 2e!(dw' — de’).0,11401. 


4749. — 7 mai, 6"10™. 


Longitude observée.............. Ghd s whe 
(o=— 4'3",8 + de’ — 0,65 dn’ 
+ 2 de'.0,71410 + 2e'(dw’ — de’).0,70004. 
1753. — 23 juin, 22"6™, 
Longitude observée..........6.-.. 3° 2°53" 49" 
o = — 1/58",2 + de’ + 3,48 dn! 


— 2 de’,0,08518 + 2e' (dw! — de’).0,99637. 


756. — 29 juillet, r2"10™. 
Longitude observée...........06..0 10°9°5'59" 
( o=— 1135", 2 + de'+ 6,58 dn! 
— 20e',0,67859 + 2e!(dw'— ds').0,93452. 


1760. —— 17 septembre, 8"11™. 
Longitude observée............. IOUT ROY! 
0 =— 3/14",0 + de'+ 10,72 dn! 


( ‘ —2e!.8,99838 —- 2¢! (da! —- de’).0,05691. 
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1767. — 22 décembre, o®52™. 
Longitude observée............+6. DrOog 240" 
(a6 0 =—1'4o",2 + de!-+17,98 dn! 
+ 20e’.0,03403 — 2e'(dw’ — de’).0,99942. 
4775. — 25 mars, 20°41™. 
Longitude observée .............+.. G2 5e3 No. 
os) | 0 = — 3'46",0 + de’ + 25,23 dn’ 
+ 2 0e'.0,99994 + 2e' (dw! — de’).0,01065. 
Ai Soman ete 
Longitude observée...........-.. 7§12°0'9",5 
cn ( 0 = — 4/32",9 + Oe’ + 28,33 dn’ 
+ 2 0e’.0,78255 + 2e! (dw! — de').0,62559. 
4782. — 18 juin, 17"33™. 
Longitude observée.............- 8897°55' 45" 
(23) ( o=— 4'4",4 + de! + 32,46 dn’ 
> 4 
+ 2 0e'.0,01794 + 2e' (dw! — de’) .0,99984. 
1785. — 24 juillet, 6"2™. 
Longitude observée............... TOs 2 ayOrM 
o = — 4'19",6 + de’ + 35,56 dn! 
(24) 


— 2 de’.0,59930 + 2’ (dw' — de’) .0,80053. 


XLIV. 


Si l'on ajoute ensemble les vingt-quatre équations précédentes, on 
aura 
0 = — 4808",7 + 24 de’ — 866,76 dn’ 


) + 2 0e’.0,92446 + 2! (dw’ — de’).5,54318. 


En retranchant la somme des douze premiéres de la somme des douze 
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dernieres, on aura 


o = — 124", 3 +1120,08 dn! 


(0) 


— 2 de'.0,26234 + 2e' (dw! — de’).0,00632. 
Le systeme des équations — (1)-+(3)+ (4) —(7) + (10) + G1) 
— (1h) + (17) + (18) — (20) + (23) + (24) donne 


0 =— 15/34",9 + 4 de’ + 15,96 dn! 
(¢) 


— 20e’.1, 76579 + 2€' (dw! — de’). 10,83142. 


Enfin, le systeme des équations + (2) — (5) — (6) +(8) +(9) 
— (12) — (13) + (15) + (16) — (1g) + (21) + (22) donne 


0 =— 12'38",6 + 2 de’— 9,50 dn’ 
(d) 


+ 2 de’. 10,75969 + 2e! (dw! — de’). 1, 81580. . 


De ces quatre équations (a), (0), (c), (d) on tire 


de! = 3/23", 544, 


On! ==) +0", EN70s, 
BOG" ==) 38 G0G4, 
ow’ = Hay! 


Si l’on rectifie, d’aprés ces résultats, les éléments de Saturne donnés 
dans l’article XXIX, on aura au commencement de 1750 


Ca TOON 
mw =o 828215 69% 
e' = 0,006336. 


La valeur de én’ indique qu’il faut augmenter de + de seconde environ 
le moyen mouvement sidéral de Saturne; ainsi, au lieu de le sup- 
poser, comme nous l’avons fait, de 43 966’,5, nous le supposerons 
égal a 43 .966’,6. La correction én’ est donnée par l’équation (6), qui 
résulte de la comparaison de vingt-quatre observations prises deux A 
deux et respectivement éloignées de deux, de quatre et de six révolu- 
tions de Saturne. J’ai choisi ces distances respectives, parce que les 
petites inégalités que j’ai négligées, et qui peuvent avoir quelque 
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influence sur le mouvement de Saturne, se rétablissent a fort peu 
prés dans l’intervalle de deux révolutions de cette planéte, en sorte 
qu’elles ne produisent aucun effet sensible sur la détermination pré- 
cédente de son mouvement sidéral. 


XLV. 


Les éléments que nous venons de trouver, substitués dans les for- 
mules de l’article XL, donneront, a fort peu pres, le lieu de Saturne 
pour un instant quelconque; mais, dans le calcul des observations 
modernes, il sera plus simple de faire usage des formules suivantes. 

On déterminera le moyen mouvement sidéral n’t de Saturne depuis 
1790 en supposant ce mouvement de 43966’,6 dans l’intervalle de 
trois cent soixante-cing jours; en ajoutant ensuite a ce mouvement 


hi 


7521920 44”, on aura la valeur de n't -+¢’ relative a linstant pour 
lequel on calcule. 

On déterminera pareillement le moyen mouvement sidéral nz de 
Jupiter, depuis 1750, en supposant ce mouvement de 109182” dans 
lYintervalle de trois cent soixante-cing jours; en ajoutant ensuite a ce 
mouvement 3°44’350”, on aura la valeur de né + « relative a |’instant 
propose. 

On pourra, dans la détermination de ces angles, faire usage des 
Tables de Halley, de cette maniere. Soit z le nombre des années 
juliennes écoulées depuis 1750 jusqu’a V’instant pour lequel on cal- 
cule; on déterminera, par ces Tables, la longitude de Saturne relative 
A cet instant, et, en lui ajoutant 54/20” — z.34,88, on aura la valeur de 
n't +’. On déterminera pareillement, par ces Tables, la longitude de 
Jupiter relative au méme instant, et, en luiajoutant — 20’47” —1.56’,13, 
on aura nt + €. 

On retranchera de n’¢ + ¢’ la quantité 


(48/44" — 7.0", 1) sin(5n!é— ant + 5e!— 2¢ + 5934/8" — 1.58", 88), 


soit 9’ la différence. 
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On calculera l’angle o’ d’apres la formule 
wy! = 8828°13/9" + 7.15", 81975. 


Cela posé, la longitude vraie ¢, de Saturne, comptée sur son orbite, 


de l’équinoxe fixe de 1750, sera 


eo, = of — (23231 + 7.1", 1) sin(9’— 0’) 
+ 817” sin2(o'— 3’) 
— ho" sin3(9’—o’) 
— 613" sin(2nt —4n't+ 22 — 4e'+ 355°52'19" + 1.42", 8834) 
+ 4ig"sin(2n't— nt + 2e/— @¢ +195° 0/57"—1.14",215) 
— 35"cos(2nt —3n't+ 2 — 3e'+ 27°30’) 
— 31"sin(2nt —2n't+2¢ —2¢') 
+ 11" cos(nt +e). 


La longitude I’ du nceud ascendant de Saturne, relativement a l’équi- 
noxe fixe de 1750, sera 
3891°31'197" — 7.18",75 


l’inclinaison de son orbite sur le plan de l’écliptique vraie sera 
2°30/20” — 1.0”, 16. 


On aura, 2 tres peu prés, la longitude héliocentrique de Saturne, rap- 
pee 8 

portée & Vécliptique vraie et comptée de l’équinoxe mobile, en ajou- 

tant a ¢, la quantite 


i.50",25 — 99” cos(2¢', + 46°58’), 


et l’on aura la tangente de sa latitude héliocentrique, rapportée au 
méme plan, en multipliant la tangente de l’inclinaison de son orbite 
sur ce plan par sin(¢, — I). 

Enfin, le rayon vecteur 7’ de Saturne sera donné par la formule 


1! = 9,559770 + (0,536846 — 2.0,00002547) cos (9' — a’) 
—0,015108 cos2(9'—a’) 
+ 0,000640 cos3(o'— oa’) 
+ 0,0081435 cos( né— n't+ e— 2@') 
+ 0,0053605 sin ( nt—an't+ & — 28! + 77°50'46") 
++ 0,0141527 cos(2nt — 4n't + 2¢ — fe! + 55°50! 19" + t.42",8834). 


THEORIE DE JUPITER ET DE SATURNE. 199 


Il sera facile, au moyen de ces expressions, d’avoir la longitude et la 
latitude géocentrique de Saturne pour un instant quelconque. 


XLVI. 


Il faut maintenant examiner jusqu’a quel point les formules preéce- 
dentes satisfont aux observations de Saturne. La Table suivante pre- 
sente le résultat de la comparaison de quarante-trois oppositions de 
cette planete avec ces formules et avec les Tables de Halley. 
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EXCES 
ee eee 
LONGITUDE aes de la 
TEMPS MOYEN, longitude ideeade 
BPation héliocentrique de Saturne,} heliocentrique calculée 
2 caleulée ar les Tables 
nouyeau style. observee. par les formules y de Halley, 
precedentes 
sur la 
sur la ' longitude observée. 
longitude obseryeée, 
années. iN 
1582. 30 aout. SOolDa oe we 
1591. 30 décembre. 22.14. 
4598. 20 mars. DS adO recente 
1660. 27 avril. DN len cine 
1664, 14 juin. MwABe ove 
4667. 21 juillet. Opec sous 
NST, XO SOMITE, TOT 06 
4676. 13 novembre. 7.56..... 
1679. 25 décembre. 22.39..... 
4684. 18 février. Leis Shee 
1686. 16 mars. 10.52 
1687. 29 mars. D228 
1690. 5 mai. GrAOie ue 
1694. 21 juin. OM olka ec: drorc 
1697. 27 juillet. QO s/aeiays 
1T00. sa septembre. 3. 65.012. 4 
dI7Mils ey SEMICON, Dobdite ooqc 
1705. 8 novembre. 9.19..2.. 
1742. 31 janvier. OQGWGs cease 
4719. 30 avril. NOG .0.6 bo 
122 oe in: Wo Goro ae 
AVA IE EXON, OOS acike 
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EXOGLS 
OE 

TEMPS MOYEN, LONGITUDE goa de la 
Lies ts longitude 
a Paris, héliocentrique de Saturne, héliocentrique, calenice : 

calculée 

RONPS au styec: observée. par les formules Bae) Jes Tavlos 
de Halley, 

précédentes, rene 

_ EE ; longitude observée. 
longitude observée. 

années. h 1 8 o / ” 1 y 1 " 
1731. 23 septembre. 15.44..... 0. 0.30.50 — 0-47 — 4.50 
1735. 16 novembre. 12. 6..... Tn24. LO.Oo — 0.7 — 6.10 
1738. 28 décembre. 1.97... .: 3. 6.42.55 Sie ee — 7.49 
1742. 7 février. SMO Paes 4.18.44.22 — 1.0 — 5.10 
41746. 31 mars. TO, 4010 ge het 6.11. 3.44 — 1.7 — 4.21 
4749. 7 mai. GhitGsets. 7 al7 slD 3 I — 0.12 — 8.38 
1753. 23 juin. 59). Bala 3. 2.53.49 + 1.54 —13.39 
1756. 29 juillet. Perrot tT: IGP 7. 459 += 1.37 —179.27 
1758. 23 aott. TD Dera Il. 0.40.44 + 1.9 20. LO 
1760. 17 septembre. 8.11..... 14.25.18.24 —"OWRS 29017 
1763. 27 octobre. 18.14..... T. 4.34.53 + 0.44 —19.54 
1765. 23 novembre. 17. 6.. 2. 2.14.17 + 0.44 NF a4 
1767. 22 décembre. 0.52..... 3. 0.32.45 +- "1,29 —13.12 
1769. 4 janvier. Asai hertees 3.14.43.39 + 1.47 —10.39 
1772. 14 février. D9) Sens 4.26.21.12 + 1.52 —— 2.16 
1775. 25 mars. OM Boa e Je Shoe + 0.19 + 2.12 
4778. 1°" mai. Digs boeae ge De Wn G — 0.34 + 3.21 
1780. 25 mai. ItoOion gee de. Moire + 0.12 — 0.59 
1782. 18 juin. Ngfowise 6.90 ¢ 8.27.55.45 — 0.23 — 5.18 
1785. 24 juillet. Oe Dannae Oe Oe BST — 0.56 —12. 7 
1786. 5 aout. lfc Qaaerts 10.13.40.19 — 1.9 —14.35 
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Les trois premiéres oppositions observées par Tycho ont été don- 
nées par M. de Cassini dans ses Elements d’Astronomie. Les opposi- 
tions suivantes, jusqu’en 1772, sont tirées du second Volume du 
Recueil des Tables astronomiques publiées par l’Académie de Berlin; 
mais, comme les oppositions rapportées dans ce Recueil et surtout 
celles du dernier siécle et du commencement de celui-ci ne sont pas 
tres exactes et qu'il y a quelquefois des différences de plus de deux 
minutes de degré entre les oppositions observées a Paris et a Londres, 
jai choisi les oppositions qui, par leur accord avec celles qui ont été 
observées dans d’autres lieux, m’ont paru mériter le plus de confiance. 
Les oppositions de 1775 et de 1778 ont été calculées par M. Méchain, 
et je suis redevable des quatre derniéres & M. de Cassini. 

On voit que nos formules font presque entiérement disparaitre les 
grandes erreurs des Tables et les réduisent 4 moins de deux minutes. 
Une partie des erreurs qu’elles laissent encore subsister doit étre 
attribuée aux observations elles-mémes et au peu de précision que 
Pon a mis dans leur calcul. J’ai lieu de croire cependant qu’il existe 
dans la théorie de Saturne de petites équations negligées dont la 
somme peut surpasser une minute, et que, parmi les inégalités du 
second et du troisieme ordre, celles qui dépendent des angles 


Rin fee 8. 3) P= Nb Oe == Ch Ole. be Oe oe samt 
assez sensibles pour y avoir égard. Il sera facile de les déterminer par 
lanalyse de la premiere Section, lorsque de nouvelles observations 
trés précises ou un calcul plus exact des oppositions déja observées 
permettront de comparer sur ce point la théorie avec la nature. Il ne 
s’agit plus maintenant que de légeres differences, qui, pour étre con- 
statées, exigent des observations délicates; le travail intéressant que 
M. de Cassini publie chaque année nous mettra bientot en état de faire 
cette comparaison. 

Les oppositions précédentes embrassent un intervalle de plus de 
deux siécles; elles sont toutes comprises dans le premier quart de la 
période actuelle de la grande inégalité de Saturne, qui, comme on I’a 
vu dans l’article XXXVI, était nulle en 1560 et sera 2 son maximum 
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en 789. Il serait 4 désirer que nous eussions de bonnes observations 
relatives aux différentes parties de la période antérieure, pour y com- 
parer notre théorie. Les observations de Saturne, faites dans les pre- 
miers temps du renouvellement de l’Astronomie, sont trop imparfaites 
et ne sont pas assez éloignées pour cet objet; celles des Arabes nous 
sont inconnues : elles sont peut-étre consignées dans les manuscrits 
qui nous restent sur l’Astronomie arabe. Ces observations, d’autant 
plus intéressantes qu’elles rempliraient le grand intervalle qui sépare 
les observations modernes des anciennes, méritent l’attention des 
savants dans les langues orientales. Dans l’état actuel de nos con- 
naissances, il ne nous reste plus qu’a comparer nos formules aux 
anciennes observations. 
XLVI. 


Comparaison de la théorie de Saturne avec les observations anciennes. 


La plus ancienne et la meilleure observation de Saturne que Pto- 
lémée nous ait transmise a été faite par les Chaldéens. Le 1 mars de 
an 228 avant notre ére, & 4°23”, temps moyen & Paris, Saturne fut 
apercu deux doigts au-dessous de y de la Vierge. II peut y avoir une 
ou deux heures d’incertitude sur l’instant de l’observation; mais, vu 
la lenteur du mouvement de Saturne, cette erreur est insensible. La 
longitude de y de la Vierge, au commencement de 1750, était, sul- 
vant le Catalogue de M. de la Caille, égale & 6°6°41' 10”. On n’a point 
reconnu de mouvement dans cette étoile, et, si l’on fait au Catalogue 
d’Hipparque les réductions convenables, on trouve qu'elle a mainte- 
nant la méme position qu’au temps de cet astronome. Nous pouvons 
donc supposer, sans erreur sensible, que le 1° mars de l’an 228 avant 
notre ére, 2 4" 23™, la longitude géocentrique de Saturne, rapportée a 
lV’équinoxe de 1750, était 6°6° 41/10". 

Voyons ce qu’elle devait étre suivant notre théorie. 

Pour cela, il faut reprendre les formules de l’article XL. J’ai trouve 
d’abord pour le 1° mars de l’an 228 avant notre ere, & 4°23”, 


/ 


nt e! 154809959! 29" ,.4, nt 4 St16%9716'6", 
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ce qui donne —19/41”,8 pour la grande inégalité de Saturne et, par 


conséquent, 
o! = 5929939! 45", 6. 


On avait a Ja méme époque 
GF SOAS”; 
C= 0000405 
d’ot l’on tire 
Y' + 0 = 6°6° 20/9". 
On trouve ensuite + 1/47’,5 pour la somme de tous les autres termes 
dey; partant 
9, = 6%6°30'56", 5. 
La longitude du nceud de Saturne par rapport au plan de l’écliptique 
de 1750 était alors 3°26°18'57”, et Vinclinaison de Vorbite était 


YW 


2°27'13”; ainsi la réduction a ce plan était —1’2”. La longitude 
héliocentrique de Saturne, rapportée au méme plan et & l’équinoxe 
fixe de 1750, était donc égale a 6°6°20/54",5. 

Le rayon vecteur 7’ de Saturne était égal & 9,67315; la longitude 
de la Terre au méme instant, et rapportée & l’équinoxe fixe de 1750, 
était 6°5°3'35”, et son rayon vecteur était 1,00113, d’ot il est facile 
de conclure que la longitude géocentrique de Saturne était égale a 
6°6°40'14’,5. La longitude observée était 6°6°41'10’; ainsi |’excés 
de nos formules sur l’observation est — 55”, 5. 

La précision avec laquelle observation chaldéenne est représentée 
par la théorie donne lieu 4 plusieurs conséquences intéressantes. 

La premiere est qu'il faut bannir les équations séculaires de la 
théorie des planétes. La comparaison de vingt-quatre observations 
modernes combinées deux a deux, et respectivement éloignées de 
deux, de quatre et de six révolutions de Saturne, nous a donné, 
dans l'article XLIV, le moyen mouvement sidéral de Saturne égal a 
43996,6179 dans Vintervalle de trois cent soixante-cing jours; l’ob- 
servation chaldéenne donne ce mouvement égal & 43 996”, 5719. Ces 
deux résultats ne different pas de ,', de seconde. En fixant done, par 
un milieu, ce mouvement a 43 .996’,6, on ne doit pas craindre une 
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erreur de ~ de seconde; d’ot il suit que ce mouvement est un des 
mieux connus de notre systeme planétaire, et, comme il représente 
sans le secours d’une équation séculaire les observations anciennes 
et modernes de Saturne, on voit que cette équation, dont j’ai fait 
voir autrefois Pimpossibilité par la théorie, est pareillement exclue 
par les observations. 

La seconde conséquence est que les coméetes n’ont point d’influence 
sensible sur notre systeme planétaire. Saturne, a raison de son éloi- 
gnement du Soleil, en aurait éprouvé des dérangements trés sensibles 
si leurs masses étaient comparables a celles des planétes; et, puisque 
la seule action de Jupiter suffit pour rendre raison de toutes ses iné- 
galités, l’action des coméetes est nécessairement tres petite. Elle pour- 
rait, cependant, avoir altérée de plusieurs minutes les mouvements de 
Jupiter et de Saturne, depuis Hipparque jusqu’a nous, sans que nous 
puissions nous en apercevoir, & cause du peu d’exactitude des obser- 
vations anciennes et des mouvements particuliers des étoiles aux- 
quelles elles se rapportent et qui ne sont pas encore connus. Ainsi, 
linfluence des cométes sur notre systéme planétaire est un de ces 
phénoménes astronomigques dont la détermination est réservée aux 
générations futures; les observations anciennes nous prouvent seule- 
ment qu’elle est trés petite. 

Enfin, la troisiéme conséquence est que la grande équation que 
nous avons introduite dans la théorie de Saturne est fort exacte; car, 
pour peu que nous nous fussions trompés sur sa valeur, cette erreur 
aurait sensiblement influé sur le moyen mouvement de cette planete, 
conclu des observations modernes, et nous n’aurions pas trouvé un 
aussi parfait accord entre ce mouvement et celui qui résulte de l’ob- 
servation chaldéenne. 


XLVI. 


Considérons présentement les observations de Saturne faites par 
Ptolémée. M. de Cassini a rapporté dans ses Elémenis d’ Astronomie 
trois oppositions de cette planéte observées par cet astronome; mais 
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il s’est trompé d’un jour sur la date de ces observations. M. de la Lande, 
qui les a réduites avec soin au méridien de Paris, en a conclu que les 
longitudes géocentriques de Safurne étaient, suivant Ptolémée, 


h m s 0) / 

Lan 127. 26-mars. 4.14, temps moyen a Paris........ 6.4, 
AIG Bem he Se NS WS taceise 8. 9.40 

y 4865) 27 juillets 20519, ye» aaa Sree 9-14.14 


Dans ces observations, Saturne a été comparé aux étoiles; mais les 
positions que Ptolémée attribuait aux étoiles sont défectueuses : le 
catalogue des fixes de cet astronome n’est que celui d’Hipparque 
réduit au temps de Ptolémée au moyen d’une précession des équi- 
noxes de 36” par année. Or on suppose que le Catalogue d’Hipparque 
se rapporte au 26 septembre de l’année 128 avant notre ére. Ainsi, 
pour rapporter les longitudes précédentes a l’équinoxe d’Hipparque, 
il faut en retrancher le produit de 36” par le nombre des années 
juliennes écoulées depuis le 26 septembre de l’an 228 avant notre 
ere jusqu’a Vinstant de chaque observation. Ces longitudes devien- 
dront ainsi 


Pour les rapporter & l’équinoxe de 1750, il faut connaitre la quantité 
de la précession depuis Hipparque jusqu’aé nous; or, en prenant un 
milieu entre les positions des étoiles observées par Hipparque et com- 
parées 4 celles du Catalogue de M. de la Caille, M. de la Lande trouve 
que la précession moyenne depuis cet ancien astronome jusqu’a nous 
est de 1°23’36” par sitcle, d’ot il suit que, pour rapporter les longi- 
tudes précédentes 4 l’équinoxe de 1750, il faut leur ajouter 26°9/ 25”, 
ce qui donne pour ces longitudes ainsi réduites A l’équinoxe de 1750 


0 l ” 


6.24.49.42 
120 
YA 


En calculant, d’apres les formules de Il’article XL, les longitudes 
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géocentriques de Saturne pour les instants des trois observations 
précédentes, j’ai trouvé les trois longitudes suivantes : 


s 1) 7 ” 
65247 39% 02 
Or Orin 22) 
10% faevig B 


Les erreurs de nos formules, si les observations étaient exactes, 
seraient donc — 14’30”, + 1/23”, —11’5”. Si l’on considére l’incerti- 
tude des déterminations des étoiles par Hipparque et celles des obser- 
vations de Ptolémée, on voit que celles-ci sont représentées par la loi 
de la pesanteur avec toute la précision que l’on peut désirer. Cette 
précision avec laquelle les deux plus grosses planetes de notre sys- 
téme ont obéi, depuis les temps les plus reculés jJusqu’a nos jours, aux 
lois de leur action mutuelle, les grandes inégalités qui naissent de 
cette action, la longueur de leurs périodes et la maniere simple dont 
elles expliquent les dérangements singuliers observés dans les mou- 
vements de Saturne, et dont on n’avait pu découvrir ni les lois, ni la 
cause, sont un des objets les plus intéressants du systeme du monde. 
Ainsi ces dérangements, qui semblaient faire une exception 4 la loi de 
la pesanteur, en deviennent une confirmation frappante et ne doivent 
plus laisser aucun doute sur son existence. 
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OEuvres de L. — XI. 


THRORIE 
DE JUPITER ET DE SATURNE 


Mémoires de l’ Académie royale des Sciences de Paris, année 1786; 1788. 


Ce Mémoire étant une suite de celui que j’ai publié dans le Volume 
précédent (‘'), je conserverai l’ordre des articles. Dans la premiére 
Section de ces recherches, j’ai donné la théorie analytique des pertur- 
bations de Jupiter et de Saturne; dans la seconde Section, j’ai appliqué 
cette théorie aux mouvements de Saturne, et j’en ai tiré des formules 
qui, comparées aux observations, les ont représentées avec la préci- 
sion dont elles sont susceptibles. J’ai observé cependant, dans I’ar- 
ticle XLVI, que la théorie de Saturne renferme encore trois petites 
inégalités sensibles, dont la somme peut surpasser une minute, et 
auxquelles il sera nécessaire d’avoir égard lorsque l’on aura des ob- 
servations tres exactes et calculées avec rigueur. II était a désirer 
qu’un astronome, exercé dans ce genre de calculs, reprit toutes les 
oppositions de Jupiter et de Saturne observées dans le dernier siécle 
et dans celui-ci, et qu’il les discutat de nouveau, en y appliquant les 
corrections dues aux mouvements des étoiles et 4 leurs positions au- 
jourd’hui mieux connues. M. de Lambre a bien voulu entreprendre 
cette discussion pénible et délicate; il l’a faite avec tout le soin 
qu’exige l’importance de ce travail, et je reconnais avec plaisir que, si 


(1) OEuvres de Laplace, t. XI, p. 95. 
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mes recherches sont utiles aux astronomes, c’est principalement a lui 
qu’elles devront cet avantage. De mon cété, j’ai détermine les petites 
inégalités de Saturne, que j’avais d’abord négligées, et j'ai calculé 
avec précision celles de Jupiter. En comparant ensuite mes formules a 
un grand nombre d’observations, M. de Lambre en a conclu les élé- 
ments elliptiques des orbites de ces deux planétes, et il a dressé sur 
ces formules des Tables de leurs mouvements. Ces Tables sont unique- 
ment fondées sur la loi de la pesanteur; je n’ai emprunté de l’obser- 
vation que ce qui est nécessaire pour déterminer les constantes arbi- 
traires introduites par l’intégration des équations différentielles. Je 
me suis astreint & cette condition, parce qu’un des objets les plus 
intéressants de l’Astronomie est de constater de plus en plus l’accord 
de la théorie avec les observations, et de voir si des causes étran- 
geres & notre systéme ne viennent point en troubler les mouvements. 
M. de Lambre a comparé ces Tables a toutes les bonnes observations 
qu il a pu rassembler; il a trouvé le plus souvent l’erreur au-dessous 
de trente secondes, et, lorsqu’elle a surpassé quarante secondes, la 
discussion de l’observation a fait voir qu’on pouvait lui en attribuer 
une partie; une plus grande précision entrainerait des calculs im- 
menses. 

Ces Tables de Jupiter et de Saturne auront besoin d’étre retouchées 
dans la suite, & cause de quelques inégalités sensibles dépendantes 
des carrés des forces perturbatrices, et auxquelles je n’ai point eu 
égard; telle est, entre autres, une petite inégalité qui a pour argu- 
ment le double de celui de la grande inégalité de Saturne; son coeffi- 
cient est + 30” pour Saturne et —13” pour Jupiter. J’ai reconnu pa- 
reillement que les quantités de l’ordre des carrés des masses des deux 
planétes produisaient des variations sensibles dans leurs équations du 
centre et dans la position de leurs aphélies; mais j’ai cru pouvoir les 
omettre, parce que l’erreur qui en résulte est, jusqu’a présent, insen- 
sible et plus petite que l’incertitude qui reste encore sur la masse de 
Saturne et sur le coefficient de sa grande inégalité. J’ai trouvé (ar- 
ticle XXXV) ce coeflicient de 4844” pour le milieu de ce siecle, mais, 
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comme je n’y suis parvenu que par approximation, en négligeant les 
cinquiémes puissances des excentricités, je ne puis pas répondre, a 
une demi-minute pres, de sa valeur. Au reste, il sera facile de déter- 
miner, par l’analyse de la premiére Section, les inégalités sensibles 
qui dépendent des carrés et des produits des masses perturbatrices, 
lorsque les observations en auront fait sentir la nécessité. - 

M. de Lambre se propose de publier, 4 la suite des nouvelles Tables 
de Jupiter et de Saturne, la discussion des observations modernes de 
ces deux planetes et leur comparaison avec ces Tables; je me con- 
tente d’y renvoyer ceux qui désirent de voir jusqu’a quel point la 
théorie de Jupiter satisfait aux observations modernes; mais je la 
compare ici avec les observations anciennes, et je fais voir qu’elle les 
représente aussi exactement qu’on peut le désirer. Trente-deux oppo- 
sitions modernes de Jupiter, comparées deux & deux, et respective- 
ment éloignées de cinq, de dix et de quinze révolutions de cette pla- 
nete, m’ont donné son moyen mouvement sidéral égal & 30° 19/41", 5, 
dans l’intervalle de 365 jours. L’observation de Jupiter, la plus an- 
cienne et la meilleure que Ptolémée nous ait transmise, et qui se 
rapporte a l’an 240 avant notre ére, conduit exactement au méme 
résultat. Le moyen mouvement de Jupiter est donc uniforme comme 
celui de Saturne, et les équations séculaires doivent étre bannies de 
la théorie de ces deux planétes. 


XLIX. 
Addition a la théorie de Saturne. 
Les trois inégalités dont j’ai parlé dans l’article XLVI dépendent 


des angles 


Sn't—nt+3e’—e, ant—3n't+2e—36' et nt—n't+e—e'. 


Je vais donner ici le calcul de ces inégalités; je commence par celle 


qui a pour argument l’angle 3n’t — nt + 3e’—«. 
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Pour cela, je reprends I’équation (10) de l’article VII, en y chan- 
geant les coordonnées de Jupiter dans celles de Saturne, et récipro- 
quement; si l’on représente par Qcos(3n’t — nt + 3e’—e +A) un 
terme de R dépendant de l’angle dont il s’agit, ’équation (10) de- 


viendra, relativement a ce terme, 


pl? iar bali BUG OR 
sgt ee Ge 


nor! 


aT [2e’cos(n't + e'— oa’) — 2e"* cosa(n't+ e/—o’)| 


6 if 
+n? C a’Q+ an) cos(3n't —nt+ 3e'—e+ A). 
En substituant, au lieu de mor’, sa valeur trouvée dans l’article XXXIV, 
et en ne conservant que les termes dépendants de l’angle 


3n't—nt+e'— Ee, 
on aura 
ea ron). | ie Ar or 
a ae Jia i aed 


12 


T 
= 0,0093605 sin(3n!t — nt + 3e'— ¢ — w'— 77°50! 46") 


apt 
+ A ea 0,0081435 cos(3n't — nt + 3e/—¢ — 20’) 


6n' 0Q' 
+n'%m (a : aQ+ an) cos(3n't — nt + 3e’—e+ A), 


d’ot l’on tire 


mr'dr' — n!2 


Se Ye Se ee a in(3n! ' r 
qe? (nan!) (Gn — aya” sin ( nit — nt + 3ée'— ¢ — w'— 77°50! 46") 


—5n!? e!? 
* Tn —an')(Gn'—n) al 0,00081435 cos(3 n't — nt + 3e'—e — 20’) 


DE ELLAND) pak Gl 2 9Q 
(nan) (Gn’—n) \Sn'—n 7 2+ 4 Sar) CO8(32't—ne-+ 3el—e 4 A), 
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La formule (g) de l'article VII, transportée a Saturne, donnera ainsi 


mae,=[t ee) 


2 (n—an')(4n’—n) 


5n'(3n'— n) a ee ; 
ss a He ae al Gi 020081435 sin(3n't — nt + 3e/—¢ — 20’) 


| = 0,0053605 cos (3n't — nt + 3e'— ¢ — w'— 77°50! 46") 


12 i 
ais ! gn 127 
m aQ| a3" o i=ahy(h— nm) 
0Q n! Ae ate 
oe eae | Cees sin(3n't—nt+ 3e'—e+ A), 


d’ou lon tire, en négligeant les termes insensibles, 
mov’,=— 5",9 cos(3n't — nt + 3¢'— e — w!— 99°50! 46") 


“+ m(S0,08114!Q + 5,2805a" sa) sin(3n't— nt + 3e'—e+ A). 


Il ne s’agit plus que de déterminer Q et A. Pour cela, j’observe que la 
partie de R qui dépend de l’angle 


3n't—nt+3e’—¢ 
peut étre mise sous cette forme 


R= Ne” cos(3n't— nt + 3e’/—e— 20’) 
+ Nee’ cos(3n't —nt+3e’—e— o—v’') 
+ N@e? cos(3n't — nt + 3e'—e — 20) 


+N@y? cos(3n't —nt+ 3e’— e— all), 


et l’on trouve 

apy a OP 
= T = 
2 


3 I 
Date arms my age dae 
abi?) ; db?) 
iad eee ae ay hs da ’ 
a’N@=— 21 pis) gi Oe ' 9 ee 
>i 8 2 4 doa. me doe 
geo e x b'9), 


On a ensuite généralement, Q étant une fonction homogéne de a et 
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de a’ de la dimension —1, 


0Q ; d(a'Q) 
agi Oe vied - 


a? 


Au moyen de ces équations et des valeurs de b{’’, 6), ... et de leurs 
2 3 


differences, données dans I’article XXX, j’ai trouvé 


a'N() =—1,161936, 
aN) = 3,054469, 
a'N®) = —0,935400, 
(0) 
i a = — aN) + 5,376964, 
ay 
a” ake —— aN + 8,173767, 
(2) 
a’? al =— a'N®) + 3,421042; 


en négligeant donc les termes multipliés par y* et qui sont insen- 
sibles, on aura 


m ov, = —14",479 sin(3n't — nt-+ 3e'—¢— 20’) 
+ 4o9",057 sin(3n't —nt+ 3e'-e— o—d’) 
— 10",685 sin(3n't — nt + 3e/—¢e— 20) 


— 5",9 cos(3n't—nt+ 3e’—e— w'— 77°50'46"). 


En substituant, au lieu de o et de ao’, leurs valeurs, et en réduisant 
ces différents termes dans un seul, on aura 


m ov’, =— 4g", 579 sin(3n't — nt + 3¢'— ¢ 4- 88°20! 19"). 


L. 


Considérons présentement l’inégalité dépendante de l’angle 
ant—3n't+26—3e'. 


Les quantités du premier ordre nous ont déja donné une inégalité de 
cette nature, et, pour en retrouver une semblable, il faut avoir égard 
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aux quantités du troisiéme ordre, c’est-d-dire aux cubes et aux pro- 
duits de trois dimensions, des excentricités et des inclinaisons des 
orbites. Ces quantités sont tres petites par elles-mémes; mais on a vu, 
dans larticle XXVI, que les termes du second ordre qui dépendent 
de Vangle 2nt — 4n't + 2¢ — Ge’, étaient fort sensibles dans les ex- 
pressions du rayon vecteur et de la longitude de Saturne, & cause du 
trés petit diviseur 5z’— 2n qu’ils acquierent par les intégrations. Ces 
termes peuvent donner, par leurs combinaisons avec |’équation du 
centre de cette planete, une inégalité sensible du troisieme ordre, 
dépendante de l’angle 2nt — 3n’t+ 2¢ — 3¢’; c’est cette inégalité 
que nous allons:déterminer. 


OT) ees 

77 qui dépend 
de Pangle 2nt — 4n't + 2¢— 4¢’, le coefficient H renfermant le divi- 
seur 5n’— 2n. Sil’on n’a égard qu’aux termes du troisieme ordre qui 
ont ce diviseur et qui dépendent de l’angle 2nt — 3n’t + 2¢ — 3¢’, 
’équation (10) de Varticle VII donnera, en y changeant les coordon- 


nées de Jupiter dans celles de Saturne, et réciproquement, 


Soit Hcos(2nt — 4n't + 2¢ — 4e’+ B) la partie de 


d?(r' dor! ni2r! dr! , 
Oss es : Le = 3n?e'Hcos(2nt— 3n't+ 2¢e— 3e’— o'+ B), 
GE OME a* 


7! or’ iF. sn” e'H F ; , 
“Fas C= pens eee t+a2¢e—3e'—w’+B). 


La formule (9) du méme article, transportée a Saturne, donne, en 
n’ayant égard qu’aux termes du méme genre, 


peer hie 3n'(2n —3n') pee | =a jOh) 14 B): 
oi=| 5 l arpa [e'Hsin(ant— 3n't+ ae 3e/— w'+ B); 


or on a, a tres peu pres, 27 = 5n’. On aura donc 


m 0v,—= 2mH $e'sin(2nt — 3n't+ 2¢— 3e'— o'+ B); 
mais on a, par l’article XXXVI, 


THe ==10 To", Beea199°92' 19" 
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On a d’ailleurs, par l’article XXIX, 
W = 6°20°7 3h", e'= 0,056263; 
on aura donc 
m ov, == 43" cos(ant — 3n't + 2¢ — 3e!+ 57°44'55"). 
Cette inégalité résulte des variations de l’excentricité et de l’aphélie 
de Saturne, qui dépendent de I’angle 


5n't—ant+ 5e'— 26; 


en effet, nous avons vu, dans l’article XXVIII, que les inégalités du 
rayon vecteur et de la longitude de Saturne, qui ont pour argument 


langle 
ant —hn't+2¢— he’, 


pouvaient étre considérées comme étant dues & ces variations; en 
sorte que, si l’on nomme ée’ et oo’ ces variations de l’excentricité et 
de l’aphélie de Saturne, la variation , 


— 20e'sin(n’t + e!— ov’) + 2e' dw’ cos(n’t +6’ —o’) 


du terme 
— 2e’sin(n't+e'—o’), 


qui exprime l’équation du centre de Saturne, est représentée par le 


terme 
— 10/13" sin( ant — 4n't + 2¢— 4e'+ 55°52'19"), 


que renferme la valeur de mov’. 
La comparaison de ces deux quantités donne 


2de'—=10'13"cos(2nt — 5n'é+ 26 — 5e! + w! + 55°52'19), 


— 2! dw'=10'13" sin(2né — 5n't+ 2¢ — 5e'+ w! + 55°52'19). 
Maintenant, l’expression du mouvement elliptique renferme le terme 
+ fe? sin(2n't + 22'— 20’), 

et la variation de ce terme est 


I + p 
7é de’ sin(2n't + 2¢'— 20’) — $e daw! cos(2n't + 26! — 20'); 
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en substituant au lieu de ée’ et de eda’ leurs valeurs, cette variation 
deviendra 


Ze 10/13" sin(2nt — 3n't + 2¢ — 32! — w! + 55°52'19") 
ou 
43" cos(2nt— 3n't + 26 — 36! + 57°44'55"), 


ce qui est ’inégalité que nous venons de déterminer. 
Si l’on réunit cette inégalité a celle-ci 


— 35" cos(2nt— 3n't+ 2¢ — 3¢' + 29°30'), 


que nous avons trouvée dans l'article XXXIV, on aura, pour la partie 
de mév, qui dépend de l’angle 2nt — 3n't+ 22 — 3¢’, 


m ov',=— 21",8 sin(2nt — 3n't + 2¢ — 3e'4+ 21°50'35"). 


LI. 


Considérons enfin linégalité qui dépend de l’angle 
nt—n't+e—e'. 


Nous avons yu, dans l’article XXXII, que les quantités indépen- 
dantes des excentricités des orbites donnent, dans l’expression de 
moy,, une inégalité de cette nature, qui, réduite en secondes, est 
égale a 

+ 3",5sin(nt —n't+¢e—¢'). 

Pour en retrouver une semblable, il faut recourir aux quantités du 
second ordre. Ces quantités sont tres petites par elles-mémes; mais, 
comme le rayon vecteur de Saturne renferme une inégalité considé- 
rable du premier ordre qui dépend de l’angle nt — 2n't+¢— 2%’, 
cette inégalité peut, en se combinant avec l’équation du centre 
de cette planéte, donner un terme sensible dépendant de langle 
nt —n’'t+e¢—e’;c’est d’apres cette considération que nous allons le 
déterminer. 

Reprenons pour cela l’équation (10) de l’article VII, en y changeant 
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bo 


les coordonnées de Jupiter dans celles de Saturne, et réciproque- 
ment; si on n’a égard qu’a la considération précédente, on pourra 


: : : h ,OR . 
négliger, dans cette équation, les termes afd Ret >> ce qui la 


réduit & celle-ci 


Si l’on ne considére dans mér’ que la partie qui dépend de langle 
nt —an’'t-+e —e’, et qui, parl’article XXXIV, est égale a 


0,0053605 sin (nt — 2n't + ¢ — 28’ + 77°50! 46"), 


on aura, en ne conservant que le terme qui dépend de l’angle 

nt—nt+e—e?, 
SOCORRO 
a a ae ae 


12 ,/ 


kg me 2 
0,0053605 sin(nt — n't + ¢ — e' — 0! + 77°50! 46"), 


al 
d’ot l’on tire 
mor! or! — nl? e! L 
isan == n(n —an') qi 010093605 sin(nt = Toe =. — ef — oy Se 77°50! 46"). 


Si l’on substitue cette valeur dans la formule (g) de l'article VI, rap- 
portée a Saturne, et que l’on néglige les quantités 


BOL TE TOGde [PGR CR DoH nideneo. 
or' 


pour n’avoir égard qu’a ce qui dépend de la considération que nous 
venons de faire, on aura 


Os Pe) e! Yas r joe AL 
as 2 n(n—2n') Gian ee cos (né—n't +e—s'—w' + 77°50! 46"); 


or, on a, a fort peu prés, n = $n’, partant 
m dv, = — 18", 9 cos(né — n't +e —e! — w! + 77°50! 46"). 
En réunissant cette inégalité a celle-ci 


+ 3",5 sin(né—n't+e—e'), 
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on aura, pour la partie entiere de méy, qui dépend de langle 
ni—n't+e—e¢, 


mov, = 20" sin( nt — n't + ¢ — e' + 69°38! ho"). 


LI. 


Nous allons maintenant reprendre les inégalités que nous avons 
déterminées, pour leur donner plus de précision. Nous avions d’abord 
négligé le terme de év, qui dépend de l’angle 3m — 3n't + 3 — 3¢’, 
quoique nous l’eussions déterminé dans l’article XXXII; en y ayant 
égard, il en résulte dans m é¢,, l’inégalité 


— 6",6sin3(nt—n't+e—e'). 


On peut ensuite rendre plus exacte l’inégalité dépendante del’angle 

np 8 8 

ant — 4n't + 2¢— 4e’, par les considérations suivantes. Par la mé- 

thode qui nous a conduit 4 cette inégalité, nous n’avons déterminé 
8 

que les termes qui ont 5n’— 2n pour diviseur. Pour avoir égard aux 

autres, désignons par 


Q cos(2nt— 4n't+2¢—4e'+B) 


la partie de R qui dépend de l’angle 2nt — 4n't + 22 — Ge’; la for- 
mule (10) de article VII transportée & Saturne donnera, en n’ayant 
égard qu’aux termes dépendants de cet angle, 


d?(r'6r') n'2 pr! dr! 


or! : 
ade: Wn TegelaS cos (n't +6’ — ow’) — #e” cos(2n't + 2¢'— 20’) | 


+ nl? eee TE EG cos(2nt—4n't+2¢—f4e'+B). 
0a’ ie ON! 


of 
La valeur de le dans les deux termes qui sont. multipliés par l’ex- 


centricité et par son carré, ne doit renfermer que les quantités indé- 
pendantes des excentricités et celles qui ne dépendent que de leurs 
premiéres puissances, puisque nous n’avons égard ici qu’aux carres ef 
aux produits deux & deux des excentricités; on trouvera, cela posé, 
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que la partie de l’équation différentielle précédente qui est multipliée 


ap f A . 4 A J 
par —- est insensible relativement celle qui dépend de Q; en la 


négligeant donc, on aura 


= a'Q — aS) cos(2nt— 4n't + 2¢— 4e’+ B) 


TOT TU ( 4n' 


a (5n'—2n)(2n— 3n')\n—2 


et, par consequent, 


/ be aad i a 
mav,=—am| Ben) (GS a Q—a"Ss) 


(5n'—2n)(2n—3n')\n—2n! da’ 


f2 0 
se ee a'Q ++ Tae: se [sin (ane—Gn'¢-+22—Ge'+-B). 


Orona 


/ 
nr 
Dip) == ip! — 


30 


ce qui donne, a fort peu pres, 


n! ; 17 OQ 
saan (84 Q—at SS) 


MOO ES = VED 
: EE: 


n' ; Oo : : =F 
+ sscgqr aay (84 Q—2a Oa! sin(2né—4An ¢+2¢—Ae +B). 


La valeur de méy,, que donne la méthode de l’article XXVI, est 


Ee DATIE 


(82'Q—a" oa) sin(2nt — 4n'é + 22 — 4e'+ B). 


Nii! = DIO 


On voit ainsi qu’il faut augmenter cette valeur de =, a fort peu pres. II 
faut ’augmenter encore parce que B n’est pas rigoureusement constant; 
onavu, dansl’article XXXVII, qu'il est égal & 55°52’19’+ 7.42”, 8834; 
le diviseur 5n’— 27 se trouve, par la, diminué d’environ <4, et par 
conséquent l’inégalité est augmentée de sa 35° partie. L’accroissement 
total de cette inégalité est done a peu pres de +, ce qui la rend 
égale a 

— (10'51"— 7.0", 0160698) sin(2né— 4n'é+2e—f4e! + 55°52'19"+ 7.42", 8834). 


Le coefficient de la méme inégalité, dans l’expression du rayon vec- 
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teur, doit étre augmenté a peu pres dans le méme rapport, ce qui 
donne, pour l’expression de cette partie de mor’, 


+ 0,0150372 cos(2nt— 4n't + 26 — he! + 55°5 2/19" + 7.42", 8834). 


Quant a la grande inégalité de Saturne, elle répond si bien aux obser- 
vations que nous ne croyons pas devoir y toucher. Peut-étre, apres 
plusieurs siecles d’observations précises, on sera forcé de revenir sur 
cet objet et de pousser l’approximation plus loin, en ayant méme égard 
aux carrés et au produit des masses perturbatrices; mais, ces termes 
étant presque insensibles dans l’espace d’un siécle et se confondant 
avec les éléments elliptiques du mouvement de Saturne, nous nous 
dispenserons de les considérer. Nous observerons seulement qu’il sera 
facile de les déterminer d’apres cette considération, qwils ne peuvent 
devenir sensibles qu’au moyen des grandes inégalités déja détermi- 
nées, et qui, en se combinant avec les termes dépendants des masses 
perturbatrices, peuvent en produire de sensibles parmi les termes 
dépendants des carrés et des produits de ces masses. Au reste, on 
donnera plus de précision aux inégalités de Saturne, si, au lieu d’em- 
ployer dans leurs arguments les longitudes moyennes de Jupiter et de 
Saturne, on fait usage de ces longitudes corrigées par les deux grandes 
inégalités de ces planétes. 

Cela posé, M. de Lambre ayant rectifié les éléments elliptiques de 
Jupiter et de Saturne par la comparaison de cent trente-deux opposi- 
tions discutées avec le plus grand soin, j’en aiconclu les formules sui- 
vantes pour déterminer le heu de Saturne. 


LIT. 


Formules pour determiner le lieu de Saturne. 


On déterminera la longitude moyenne n't + ¢’ de Saturne, rap- 
portée a l’équinoxe fixe de 1750, en ajoutant & 7°21°20'22” le moyen 
mouvement sidéral de Saturne depuis le commencement de 1750, a 
raison de 12°12’46’,6 pour un intervalle de 365 jours. On pourra, 
dans la détermination de cette longitude, faire usage des Tables de 
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Halley, réduites au méridien de Paris, en déterminant par ces Tables 
la longitude moyenne de Saturne et en lui ajoutant la quantité 


53'58"— 1.34", 88, 


i étant le nombre des années juliennes écoulées depuis le commence- 
ment de 1750. 

On déterminera parcillement la longitude moyenne né + ¢ de Jupiter, 
rapportée a l’équinoxe fixe de 1750, en ajoutant & 0°3°42/ 29” le moyen 
mouvement sidéral de Jupiter depuis le commencement de 1750, a 
raison de 30° 19/41", 5 pour un intervalle de 365 jours. On pourra faire 
usage des Tables de Halley pour déterminer cette longitude, en calcu- 
lant par ces Tables la longitude moyenne de Jupiter et en lui ajoutant 
la quantité 

— 22/48" — 1.56", 63. 
On déterminera ensuite 9’ et 9 au moyen des équations 


o'= n't+ e'— (48'44" —i.0",1) sin(5n't — ant + 5e'— 2 + 5°34'8"— 7.58", 88), 
g=nt +¢+ (20'49",5 — t.0",042733) sin(5n't — ant + 5e’— 2¢ + 5°34'8"— 7.58", 88); 


enfin on déterminera l’angle o’ par la formule 
ws’ = 8828°9/9"+- 7.15", 81975. 


Cela posé, la longitude de Saturne comptée sur son orbite de l’équi- 
noxe mobile sera 


t.50",29 + 9’ — (23184",3 —7.1",1) sin (9'—o') 
+ (814",1 — ¢.0",077) sin2(9’— a’) 
—  39’,7sin3(9’'— ov’) 
a 2",2sin4(o'— ow’) 
+ 20” sin (9 — 9'-+ 69°38'40") 
— 31",5sina(9— gq’) 
— 6",6sin3(9 — 4g’) : 
+ 6'59",3sin(29’— 9 +.15° 0/57"”— 7.14", 215) 
—  21",8sin(29 — 3o’+ 21°50! 35”) 
+ 11" coso 
—  49",6sin(39'— o + 88°20'19") 
—10'51”  sin(29 — 4g! + 55°52" 19"-+ 7.42", 88534). 
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Le rayon vecteur de Saturne sera 


9,959709 + (0,535768 — ¢.0,00002547 ) cos (yg! — a’) 
—0,015047 cos2(9'— oa’) 
+- 0,000636 cos3(9'— a’) 
— 0,000032 cos4(o'—oa’) 
-++ 0,0081435 cos (9 — 9’) 
+ 0,0013830 cos2(9 — 9’) 
++ 0,0053605 sin (_ 9 — 29'+ 77°50! 46") 


+ 0,0150372 cos(29 — ho’ + 55°52! 19"-+ 1.42",8834). 


La longitude du neeud ascendant de Saturne, rapportée a |’écliptique 
yraie et a ’équinoxe mobile, sera 


5821930 22" 4-1.31",6% 
enfin ’inclinaison de son orbite sur l’écliptique vraie sera 
2°20/55" — t.0",16. 


I] sera facile, au moyen de ces formules, d’avoir la longitude et la 
latitude géocentrique de Saturne pour un instant quelconque; elles 
servent de fondement aux nouvelles Tables de cette planete que 
M. de Lambre a construites : j’ai seulement changé, pour la commo- 
dité du calcul, le terme du rayon vecteur 


+ 0,0053605 sin (9 — 29'-+ 77°50! 46") 
dans celui-ci, qui en differe peu, 


++ 0,0053609 cos(29' — 9 + 15°0/57"— ¢.14",215), 


Par ce léger changement, les arguments du rayon vecteur deviennent 
les mémes que ceux de la longitude. Les formules précédentes pour- 
ront étre employées sans erreur sensible dans l’intervalle d’un siécle, 
soit avant, soit apres 1750. Pour des siecles éloignés, on fera usage 
de la méthode que nous avons donnée dans l’article XL, en observant 
que l’excentricité de Saturne était, en 1750, égale d 00562226. 


Okuvres de L. — Xl. 29 
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SECTION TROISIEME. 


THEORIE DE JUPITER. 


LIV. 


Nous suivrons, pour déterminer les inégalités de Jupiter, le méme 
procédé qui nous a servi pour avoir les inégalités de Saturne. En sub- 
stituant done dans les expressions analytiques de u et de V de lar- 
ticle [X les valeurs numériques des éléments de Jupiter et de Saturne 
que nous avons données dans l’article XXIX, on trouve d’abord, en 
n’ayant égard qu’aux inégalités indépendantes des excentricités des 


orbites, : 

ot =— 0,040043 
+ 0,436670 cos (ni— n't+e2e—e') 
— 1,869125 cos2(né— n't + ¢ — 8’) 
— 0,194915 cos3 (nt — n't +2 —2') 
— 0,050484 cos4(nt — n't + ¢ — e') 
Facets tba se wih Velen t vet ele aah at ; 

oe = —1,347117 sin (nt — n't+e—8') 


+ 3,325964 sin 2(né— n't +-¢—e') 
++ 0,277593 sin 3(né— n't +-¢—e') 
+ 0,063847 sin 4(nt — n't +-¢— 28’) 


Pour avoir égard aux inégalités dépendantes des excentricités des 
orbites, on feraz successivement (SNE i OP PR gan J egg 
dans les valeurs de wu, et de V, de l’article X, et ’on trouvera, dans la 
supposition dez=1, 


or 

7 =~ «1:067001€ cos(n'é+ '—B ) 
— 0,564614e' cos(n't + e/— 3’), 

dv =— 2,912268e sin(n't+e’—B) 


+ 2,804214e' sin(n't-+¢'’— o’); 
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-dans la supposition de z= 2, 


or 

nS 3,921972e€ cos(2n't — nt+-2e/—e—D) 
— 1,936758e' cos(an’t— nt + 2e'—-e—o’), 

op == 46,831183e¢ sin (an’l=— nt 26° ¢— @ ) 


— 16,383921e! sin (2n't — nt + 2e'—e—o'); 


dans la supposition de z= 3, 


or 

<= 6,179689e cos(3n't — ant+ 3e'— 2e—D) 
— 10,384318e! cos(3 n't — ant + 3e'— 2e—@’), 

ov = 15,042550e sin (3n't— ant+ 3e'—2¢—@ ) 


-— 24,582706e! sin (3n't — 2nt+ 3e'— 2e—@’'); 


dans la supposition de z= 4, 


“* = -— 1,689958¢ cos(4n't — 3nt+ he'—3e—w) 
+ 2,781392e' cos(4n't — 3nt+ 4e'— 3e—D’), 


ov =— 2,681615e sin (4n't — 3nt+ he’— 3e—-D) 
+ 4,521536e' sin (4n't — 3nt + 4e’— 3¢—3'). 


Je n’ai pas poussé plus loin les approximations relatives aux valeurs 
positives de z, parce que les termes suivants sont presque insensibles. 


En faisant successivement t= —1,1= — 2, ..., on trouve, dans la 
supposition de z= —1, 
or ; ; 
— —=—0,777084e cos(2nt— n't+ 2¢—e—@) 
a 
— 0,102748 e' cos(2nt— n't + 22¢—2e'—@’), 
ov =  1,762156e sin (ant — n't+ 2e—é'—D) 
++ 0,165032e' sin (2nt — n't + 2¢—2e'—o’); 
dans la supposition dev = — 2, 
or ; ; : 
—= 1,807069e cos(3nt— an't+ 32 — 2e/—o ) 
a 


— 0,075906e’ cos(3nt — an't+ 32 — 2e'—o’), 


ov =— 4,397375e sin (dni — 2n't-+- de — 2e/— w ) 
+ 0,102055e' sin (3nt — 2n't + 3¢—2e'— DW’). 


Les suppositions suivantes donnent des résultats insensibles. 
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LY: 


Si l’on multiplie par m’ chaque valeur de dy, que l’on réduise en un 
seul les deux termes de é¢ correspondants & une méme supposition 
sur z; enfin sil’on évalue les coefficients de chaque terme en secondes 


de degré, on trouvera, en rassemblant tous ces termes, 


m'dg=— 82",737sin (nt—n't+e—e') 
+ 204",272 sin2(nt— n't +2 — 8’) 
+ 17",049sin3(nt —n't+¢e—e') 
+ 3”,g21 sin4(nt—n't+e—e') 
+ 11”,558 sin(n’é+ e’+ 45°4') 
— 138",369 sin(an’¢é— nt +2¢6'— ¢ + 13°33’ 9”) 
— 87,369 sin(3n’t— ant + 3¢’ — 2¢ + 61°59! 48") 
+ 15",994sin(4n't—3nt + 4e'— 3¢ + 62°51'19") 


— 0",358sin(2nt — n't+a2e— e+ 16° 1/29") 


— 12",818sin(2n'té—3nt + 2e’—3e + 8°30'15"), 


Ces différentes inégalités ne sont pas les mémes dans tous les 
siecles : leurs coefficients et les angles constants renfermés sous le 
signe sin varient & raison de la variabilité des éléments des orbites 
de Jupiter et de Saturne. Les inégaiités qui dépendent de langle 
nt —n't+«—e' et de ses multiples sont toujours les mémes; nous 
n’aurons égard, parmi les autres inégalités, qu’aux variations des 
deux plus considérables. Pour cela, j’ai calculé les valeurs de ces 
deux inégalités pour le commencement de l’an 1750, et j’ai trouvé 
d’abord que Vinégalité qui dépend de langle 2n'¢ — nt + 2¢'—¢ 


était alors 
— 132",816 sin(2n't — nt + ae’ — e+ IyCex 640) 5 


ainsi, dans l’intervalle de mille ans, le coefficient de cette inégalité a 


augmenté de 0”,00555, et l’angle constant sous le signe sin a diminué 
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de 3°48’39”; on peut donc représenter cette inégalité de cette maniére 
— (138", 369 + ¢.0", 00555) sin (2n't — nt + 26’ — ¢ + 13°33'9"— i. 13",7), 


et, sous cette forme, elle peut s’étendre a deux mille ans auparavant et 
a mille ou douze cents ans aprés 1750. 

Jai trouvé de la méme maniére que l’inégalité dépendante de 
Pangle 3n’t — ant + 3¢'— 2¢ pouvait étre représentée ainsi 


— (87", 369 — 1.0", 00128) sin(3n'é — ant + 36’ — 2¢ + 61°59! 48"— 7t.21",9). 


LVI: 


Considérons maintenant les inegalités de Jupiter dépendantes des 
carrés et des puissances supérieures des excentricités et des inclinai- 
sons des orbites. On a vu d’abord, dans l’article XXXVI, qu’il faut cor- 
riger la longitude moyenne de Jupiter au moyen de l’inégalité 


(20'49",5 — t.0",042733) sin(5n'¢ — ant + 5e’— 2¢ + 5°34'8" — 7.58"88); 


‘et, comme nous avons donné, dans l’article XXXV, la valeur de cette 
inégalité pour Saturne, aux quatre époques de l’an 228 avant notre 
ére et des années 132, 1750 et 1950, on aura la méme inégalité pour 
Jupiter en diminuant celle de Saturne dans le rapport de 3 a 7 et en 
la prenant avec un signe contraire. 

Si l’on réduit en nombres l’inégalité de Jupiter dépendante de 
Vangle 3nt — 5n’'t + 3¢ — 5’, et dont nous avons donné |’expression 
analytique dans l’article XXV, on trouve que cette inégalité, en 1750, 
était 

+ 160", 29 sin(3nt — 5n't + 3¢ — 5e’+ 55° 1g/ 21"); 
en calculant cette méme inégalité pour l’an 750, j’en ai conclu |’ex- 
pression suivante 


+ (160",29 — 1.0,0044) sin(3né — 5n't + 32 — Se’ + 55°19/21"+ 1.43"), 


et, sous cette forme, elle peut s’étendre a plus de deux mille ans aupa- 


ravant et & mille ou douze cents ans apres 1750. 
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Enfin, en suivant l’analyse de l'article LII, on trouve qu il faut aug- 


menter de +- le coefficient 160’, 29, ce qui réduit l’inégalité précédente 


DI 


» celle-ci 


(166", 96 — i.0”,0044) sin(3né — 5 n't + 3¢ — 5e’+ 55°19! 21" + 1.43"), 


LVI. 


Parmi les quantités du second ordre, linégalité dépendante de 
Vangle 3n'¢ — nt + 3’ — « peut étre sensible a cause de la longueur 
de sa période qui est d’environ soixante ans; il importe donc de la 
déterminer. Pour cela, je reprends l’équation (10) de l’article VI et 
je suppose que Qcos(3n't — nt+3e’—e-+ A) soit un terme de R 
dépendant de l’angle dont il s’agit; l’équation (ro) donnera 


2 Ror). 1 ror 


or : 
Aa alae: — n?—[2ecos(nt+e—w) — 76? cosa(nt+ ¢—B)] 


+n (a i - cos(3n't — nt + 3e’—e +A). 


, , or ; 2 a fi h te 
Il faut substituer pour — la partie de sa valeur qui, multipliée par 
a 
2ecos(nt +ée—wo) — $e? cosa(nt+e—o), 


donne des quantités dépendantes de l’angle 3n’¢ — nt + 3¢'—«; or, 


parmi les termes de us qui sont indépendants des excentricités, il 
n’y a que celui qui est relatif & angle 3n'¢ — 3nt+ 3¢’— 3¢’ qui 
soit dans ce cas, et il est aisé de voir que le terme dépendant de 
Pangle 3n't — nt + 3¢’—« qui en résulte, dans l’équation différen- 
tielle précédente, est insensible. Parmi les termes de ae qui dépendent 
des premieres puissances des excentricités, il faut avoir égard & celui 
qui dépend de l’angle 3n't — 2nt + 3’ — 26, et que l’on trouve égal a 


— 0,598370 sin(3n't — ant + 3¢'— 2¢ + 7°8/31"); 
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Pequation différentielle précédente donnera ainsi, apres l’avoir inté- 


grée, 
ror n ; ; 
7 Cm eay ee sin(3 n't — nt + 3e’—e —w+ 7°8/31") 
n? oe 0Q a2naQ ane Det 
3n'(2n — 3n') da 3n'—n plac 7 Oe ear: 


En substituant cette valeur dans la formule (g) de V’article VII, on en 
tirera 


a= | 2n(3n'—n) 


in eee kee he eo W 
TC EEE = | ¢-04598370 cos (3.2 nt + 3e'—e—B+7°8'31") 


2 


eal n(3n'—n) n | 


* 0a Sn (ana). on! =n 


3n? 4n? . I / i 
—20| qa = woes || sine té—nt+ 3e'—e+A), 


et, en négligeant les quantités insensibles, 
dQ . / ' 
= 10,047 12a" — — 73,47607 Q ) sin(3n'¢— nt + 3e'—e+ A). 


J’ai donné dans l’article XLIX les valeurs de Q et de A; en les substi- 
tuant dans la valeur précédente de éy, on trouve 


m' de = —12",909 sin(3n't — nt + 3e'—2e—B— 3D’) 


+ 2,667 sin(3n't — nt+ 3e'—e—20) 


+11”,253 sin(3n't — nt + 3¢e'— ¢ — 20’) 
et, par consequent, 


m! 0¢ = 13", 043 sin(nt — 3n't + ¢ — 3e'+ 58°31'0"). 


Enfin, en suivant l’analyse de l'article L, on trouvera dans m’ é¢ le 


terme 
— 5¢,166",96 sin(4nt — 9n't + he — Se! 4-55°19'21" — BD) 


ou 
10”,o sin(4nt —5n't + 4e — 5e'+ 45°16'32"). 
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LVI. 


En rassemblant tous les termes de m’ év, on aura 


m'dg=— 82",739sin (nt —n't+e—e') 
+ 204",272 sina(nt —n'é+e—e') 


+ 19",o49sin3(nt— n't+e—eé’') 


+ 3,921 sin4(nt—n't+e—e’') 

+ 11,558 sin(n’é + e'+ 45°4’) 

— (138", 369 + ¢.0",00555) sin(2n’t— nt+a2e— @+ 13°33! 9”—1.13",7) 
— (87,369 — t.0",00128) sin(3n't — ant + 3e'— 2¢ + 61°59' 48"— 7.21",9) 
+ 15”,994 sin(4n't — 3nt + Ge! — 3¢ + 62°51' 10") 

— 57,358 sin(ant — n't +26 —e' + 16° 1/29") 


— 12",818 sin(2n't —3nt+26e'— 32+ 8°30'15") 
+ (166", 96 — 7.0", 0044) sin(3nt — 5n't + 3¢ — 5e’+ 55°19! 21" + 7.43") 
+ 13”,o43sin(nt —3n’é+ ¢ — 3e'+ 58°31'0") 
+ 10",0 sin(4nt— 5n'é+ he — 5e'-+ 45°16'32"), 


Il sera plus exact, dans ces différents arguments, de substituer, au 
lieu de nt + et de n't +’, les longitudes moyennes corrigées par 
les grandes inégalités de Jupiter et de Saturne, ainsi que nous l’avons 
proposé dans l’article LII, relativement 4 Saturne. 


LIX. 


Considérons maintenant le rayon vecteur de Jupiter. Si l’on mul- 
tiplie par am’ les termes de ae déterminés dans les articles LIV et LV, 


que l’on réduise dans un seul ceux qui peuvent s’y réduire, et que 
l’on ne conserve que les termes dont1’effet est sensible sur le lieu géo- 
centrique de Jupiter, on trouvera 


m! dr = — 0,00006201 
+ 0,00067648 cos (nt—n't+¢—¢') 
— 0,00289562 cos2(nt— n't+¢—e') 
— 0,000301960 cos3 (nt — n't + ¢ — ¢') 
— 0,00007821 cos4(nt—n't+¢—e') 


— 0,00092700 sin(2nt— 3n't+ 28 — 3¢'+ 27°14'10"), 
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On aura ensuite, par l’article XXV, la partie de mm’ a qui dépend de 


langle 3nt — 5n't + 32 — 5’; en réduisant en parties du rayon la 
moitié du coefficient du terme 


+ 166", 96 sin(3nt —5n't + 3¢ — 5e!+ 55°19! 21" + 7.43") 


de l’expression de ¢, en la prenant avec le signe — et en changeant 
le sinus en cosinus, on aura ainsi 


— 0,00210968 cos(3nt —5n't + 3¢ — 5e! + 55°19! 21" + 7,43") 


pour la partie correspondante de m’ér. I] faut, pour une plus grande 
exactitude, substituer dans ces différents termes de l’expression de 
m or, au lieu de nt + ¢ et de n't +2’, les longitudes moyennes corri- 
gées par les grandes inégalités. 

On déterminera le demi grand axe a de l’orbite de Jupiter comme 
nous avons déterminé, dans l’article XL, le demi grand axe a’ de I’or- 
bite de Saturne, et l’on trouvera 


a&@ = 5, 202790. 


LX. 


Il ne s’agit plus que d’avoir les éléments elliptiques de lorbite de 
Jupiter. Le plus important 4 déterminer avec exactitude est son moyen 
mouvement sidéral; M. de Lambre a formé, pour cet objet, trente-deux 
équations de condition, analogues a celles que j’at données dans 
l’article XLII pour Saturne; elles sont relatives aux oppositions des 


années 
1586, 1590, 1664, 1666, 1676, 1678, 1682, 1690, 


1694, 1697, 1090, 1702, 1708,/ 4771, 17160, 4721, 
0735, LIsS,: 1740, f94G,  1792,- 1700,. 1700, 1761, 
1965, 1767, ©1768, 19770, 19779, 1780, 1782, 178. 


Ces oppositions, combinées deux a deux et dont les seize premieres 
sont respectivement éloignées des seize derniéres, de cing, de dix et 
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de quinze révolutions de Jupiter, m’ont fait voir qu’il faut diminuer 
de 0”, 5179 le moyen mouvement sidéral de cette planéte, donné dans 
article XXIX; ainsi ce mouvement, dans l’intervalle de trois cent 
soixante-cing jours, est a trés peu prés de 30°19/41’,5 ou de 
109181”, 5, et, comme il est donné par un grand nombre d’observations 
éloignées entre elles, il doit étre regardé comme fort exact. En corri- 
geant ensuite les autres éléments de l’orbite elliptique de Jupiter, au 
moyen des oppositions modernes discutées avec le plus grand soin par 
M. de Lambre, je suis parvenu aux formules suivantes pour déter- 


miner le lieu de Jupiter. 
LXI. 


Formules pour déterminer le liew de Jupiter. 


On déterminera d’abord les valeurs deo et de 9’ comme dans I’ar- 
ticle LI; ensuite on déterminera langle o par la formule 


@ = 6°10°21'4"+ 1.6", 48092, 


i étant toujours le nombre des années juliennes écoulées depuis 1750; 
la longitude de Jupiter, comptée sur son orbite, de l’équinoxe mobile, 
sera 
i.50",25 + 9 — (19827",3 +7.0",5536) sin(g — o@) 

+( 595”,4+-7.0",033 )sin2e(9—o) 

— 24",8sin3(9 —o) 

+ 1",2sin4(o¢ —o) 

— 82',7 sin(g — 9") 

+ 204",3 sin2(9 — 9’) 

+ 17”,0sin3(9 — 9’) 

+ 3"%,gsin4(? — 9’) 

+ 11”,6 sin(9’+ 45°4') 

— 138",4 sin(29"—- 9 + 13°33! 9”= 1.13",4) 

— 87", 4sin(39'— 29 + 61°59! 48"— i.21",9) 

+ £6",osin(49'— 39 + 62°51’ 19") 

— od",4sin(29 — @'+ 16° 1/99") 

— 12”,8sin(20’— 39 + 8°30'15") 

+ 167”,osin(39 — 59’+ 55°19/91" 4+ 7.43”) 

+ 13”,osin( 9 — 39/+ 58°31’ 0”) 

+ 10”,0sin(4e — 59'+ 45°16'32"), 
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Le rayon vecteur de Jupiter sera 


5, 208741 + (0,249916 + 2.0, 000006982) cos(o — B) 
— 0,006004 cos2(9 —B) 
+ 0,000217c083(9 —®B) 
— 0,000009 cos4(o — BD) 
+ 0,00067648 cos(o— 9’) 
— 0,00289562 cos2(9 — 9’) 
— 0,00030196 cos3(¢ — 9’) 
— 0,00007821 cos4(o — 9’) 
— 0,00092700 sin(29 — 39/+ 27°14'10") 
— 0, 00210568 cos(3 9 — 5@'+ 55°19/21" + 7.43"). 
La longitude du nceud ascendant de Jupiter, rapportée a léclip- 
tique vraie et & l’équinoxe mobile, sera 
359° Oy 22"=- F. 30", 75 
enfin Pinclinaison de son orbite sur l’écliptique vraie sera 
t 


2" — 1.0", 224. 


1°19 

Il sera facile, au moyen de ces formules, d’avoir la longitude et la 

latitude géocentrique de Jupiter, pour un instant quelconque; elles 

servent de fondement aux nouvelles Tables de cette planete, que 

M. de Lambrea construites; j’ai seulement changé, pour la commodité 
du calcul, le terme du rayon vecteur 


— 0,00092700 sin(29 — 39/+ 27°14'10"), 
dans celui-ci qui en differe trés peu 
— 0,00092700 cos(3 9! — 29 + 61°5Q/48"— ¢@.21",9); 


ar ce léger changement, les arguments du rayon vecteur deviennent 
p S § S 
les mémes que ceux de la longitude. 


LXII. 


Comparaison de la théorie de Jupiter avec les observations anciennes. 


Les formules de l’article précédent ne doivent s’étendre qu’a un 
ou deux siécles avant et aprés 1750. Pour comparer la théorie de 
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Jupiter aux observations anciennes, il faut employer la méthode que 
nous avons donnée dans l'article XL, relativement a Saturne. Cette 
méthode consiste : 1° & déterminer, par les formules de l’article XXXI, 
les positions de l’aphélie et des noeuds de Jupiter pour Vinstant de 
l’observation, et rapportées & l’équinoxe fixe de 1750, ainsi que les 
valeurs de l’excentricité et de linclinaison de son orbite, en observant 
que l’excentricité e de Jupiter, en 1750, était 0,0480767; 2° a calculer 
les longitudes moyennes de Jupiter et de Saturne, rapportées au méme 
équinoxe, et les deux grandes inégalités de ces planétes, ce qui don- 
nera les valeurs de o et de 9’; 3° & déterminer les deux angles X et Y 


au moyen des formules 


g—o—X-+esinX, 


ie 
1 — EXO: 
tang$Y = ve oe tangiX; 


la longitude vraie de Jupiter sur son orbite sera Y + 5, plus la somme 
des équations de son mouvement en longitude, et dont la loi des varia- 
tions a été déterminée pour les plus considérables; 4° & déterminer le 
rayon vecteur de Jupiter, en ajoutant a la quantité a(1+ ecosX) la 
somme des petites équations de ce rayon; 5° a réduire la longitude de 
Jupiter et son rayon vecteur au plan fixe de l’écliptique de 1750, et a 
en conclure sa longitude géocentrique rapportée a ce plan; 6° enfin, a 
comparer au résultat de ce calcul l’observation ancienne, réduite au 
méme plan et a ’équinoxe de 1750. 

Cela posé, considérons d’abord l’observation chaldéenne de Jupiter, 
faite l’'an 240 avant notre ere et rapportée dans I’ Almageste de Ptolé- 
mée. Suivant cette observation, le 3 septembre de l’an 240 avant notre 
ere, &13"45™ temps moyen de Paris, Jupiter parut occulter l’étoile 
nommée l’dne austral. Suivant le Catalogue de M. l’abbé de la Caille, 
la longitude de cette étoile était, au commencement de 1790, de 
485°13'46"; cette étoile ne parait pas avoir varié depuis Hipparque 
jusqu’a nos jours; nous pouvons donc supposer, sans erreur sensible, 
que l’'an 240 avant notre ére, 2 13"45™, la longitude géocentrique de 


\ 
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Jupiter était de 45°13’ 46”. Voyons ce qu'elle devait étre suivant notre 
théorie. 
Je trouve d’abord, pour l’époque de l’observation, 
Re 1-2 — 3°209/,2'32"..6, 
Tit Ss ie) 925396", 
ce qui donne —15’25’,g pour la grande inégalité de Saturne, et 
+ 6'36’,6 pour celle de Jupiter, et, par conséquent, 


Ges 1320240! 15", 0, 

@ == "45-99-98! 3)" 
jai trouvé ensuite, pour la méme époque, 

aw = 6°6°58' 20’, 
€ = 0,0452960, 

dou j’ai conclu 

Voss @ 3:3829949"9". 
J'ai trouvé + 2'6” pour la somme des petites équations de Jupiter ; 
ainsi la longitude de cette planete, rapportée a son orbite et a l’équi- 
noxe fixe de 1750, était 3°25°49/ 13”. Le rayon vecteur de Jupiter était 
alors 5,27341, celui du Soleil était 0,99823; la longitude du Soleil, 
rapportée a l’équinoxe de 1750, était de 654°59/59’, d’ou j’ai conclu 
la parallaxe de Vorbe annuel égale a 9°24'46”. Enfin j’ai trouvé la 
réduction a l’écliptique de 1750 égale 4 — 18”, ce qui donne pour la 
longitude géocentrique de Jupiter, rapportée a l’écliptique et a léqui- 
noxe fixe de 1750, 485°13’41”. La longitude observée était de 
485° 13/46"; ainsi la différence de la théorie d’avec l’observation n’est 
que de 5”. Cet accord remarquable établit invinciblement l’uniformité 
du moyen mouvement de Jupiter; il fait voir que l’équation séculaire 
admise par les astronomes, dans la théorie de cette planéte, en doit 
étre rejetée. 

LXIII. 


Considérons maintenant les observations de Jupiter faites par Pto- 
lémée et rapportées dans son Almageste. M. de Cassini en a donné le 


238 THEORIE DE JUPITER ET DE SATURNE. 


détail dans ses Eléments d’ Astronomie. Voici ces observations, réduites 


au méridien de Paris : 


L’an 133 de notre ére, le 17 mai, 4 9?8™, temps moyen a Paris, la Pes 
longitude géocentrique de Jupiter était, suivant Ptolémée, de.... Fie 2o ob 
T’an 136, 31 agit, & S"S™, elle: Ctatttde. ee eye coe ws ore Rewews Lio o4 
L’an 137, 7 octobrea 15"8™, elle Gtalt de... 66 deen cere renee On 14.20 
Enfiay lan 139, iro juillet, a15°8", elle etaivde 75. 42512 o-oo yen eases) 


Ces observations doivent étre corrigées, comme celles de Saturne 
Vont été dans l’article XLVIII, en les réduisant d’abord 4 l’équinoxe 
du 16 septembre de l’an 128 avant notre ere; pour cela, il faut en 
retrancher le produit du nombre des années écoulées depuis cette 
époque, jusqu’a l’instant de chaque observation, par 36’, précession 
annuelle des équinoxes, suivant Ptolémée. Ces longitudes géocen- 
triques deviendront ainsi 

8 0 F. vy) 
Fie 2OndMeo) 
Mis o1Sa.33) 
0.11.44. 0 
De loe ea O 
Pour les réduire & l’équinoxe fixe de 1750, il faut leur ajouter, par 
article XLVII, 26°9'25’, ce qui les change dans celles-ci : 
s 9) , “e 
8.106.446 2 
Oa Fi pas 


he Fo SRoDs 
Be Clonee 6) 


En calculant les longitudes géocentriques de Jupiter pour les mémes 
instants, j’ai trouvé les suivantes : 


Ss 0 ; “ 
8.16.50.50 
Ofna 279 
1.) On) B.D 


Bo Oy OesvA 


Ainsi les differences de la théorie d’avec les observations de Ptolé- 
mée sont respectivement 


+ 6/48", + 16'20% et 15/29", Sl lhBk. 
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On ne doit point désirer un plus grand accord, si l’on considére l’im- 
perfection de ces observations et l’incertitude des réductions dont 
nous avons fait usage pour les rapporter a l’équinoxe de 1750. En 
général, les observations anciennes, celles méme d’Hipparque, com- 
portent des erreurs de 15’, et il parait que Ptolémée observait avec 
moins de précision encore, car ses observations sur les étoiles, com- 
parées a celles d’Hipparque, lui ont donné 36’ de précession annuelle 
des équinoxes, ce qui suppose des erreurs considérables dans ces 
observations. 

Nous avons encore une observation ancienne de Jupiter, que Bouil- 
laud a tirée d’un manuscrit de la Bibliotheque du Roi. Suivant cette 
observation, réduite & nos époques, le 26 septembre de l’an 508 de 
notre ére, 4 16", temps moyen a Paris, la longitude de Jupiter parut la 
méme que celle de Régulus ou du Coeur du Lion. 

En calculant par nos formules la longitude géocentrique de Jupiter 
pour le méme instant, et rapportée a l’équinoxe de 1750, je lai trou- 
vée égale & 4826°27'26’. Voyons quelle était la longitude de Régulus 
rapportée au méme équinoxe. 

Suivant le Catalogue de M. l’abbé de la Caille, la longitude de Régu- 
lus, au commencement de 1750, était 4°26° 21/12”; mais M. Maskelyne 
a trouvé que cette étoile a un mouvement propre de — 41” par siécle, 
en ascension droite, et par conséquent de — 42”,5 environ en longi- 
tude; il faut donc ajouter a la longitude précédente le produit de 42”,5 
par le nombre de siécles écoulés depuis l’instant de l’observation de 
Jupiter jusqu’en 1750, pour avoir la longitude de Régulus a cet in- 
stant. On aura ainsi 4°26°30'o” pour cette longitude. La théorie ne dif- 
fere donc de l’observation que de 2/37’, ce qui est d’une précision 
suffisante, et ce qui prouve l’exactitude des éléments dont nous avons 
fait usage dans la théorie de Jupiter. 
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L’EQUATION SECULAIRE DE LA LUNE. 


Mémoires de l’ Académie royale des Sciences de Paris, année 1786; 1788. 


Halley s’est apercu le premier de |’accélération du moyen mouve- 
ment de la Lune; mais ce grand astronome n’y a point eu égard dans 
ses Tables. MM. Dunthorne et Mayer ont examiné de nouveau ce point 
important de la théorie lunaire; par une discussion exacte et détaillée 
des observations, ils ont reconnu que le méme moyen mouvement de 
la Lune ne peut satisfaire & la fois aux observations des Chaldéens, & 
celles des Arabes et aux observations modernes. Ils ont essayé de les 
représenter en ajoutant aux longitudes moyennes de ce satellite une 
quantité proportionnelle au carré du nombre des siecles écoulés 
depuis 1700. Cette correction, qui suppose que le mouvement de la 
Lune s’accélere en raison des temps, est ce que l’on nomme equation 
séculaire. M. Dunthorne l’a faite de dix secondes pour le premier siecle; 
Mayer ne l’a portée qu’a sept secondes dans ses premieres Tables de la 
Lune et a neuf secondes dans les dernieres; enfin M. de la Lande a 
repris cette matiere et l’a discutée avec soin dans nos Memotres 
pour 1757; ses recherches l’ont conduit a une équation séculaire de 
9’, 886 pour le premier siécle. 

Les observations arabes, dont on a principalement fait usage, sont 
deux éclipses de Soleil observées au Caire en 977 et 978; elles ont 
paru suspectes & quelques astronomes, ce qui a fait naitre des doutes 
sur l’équation séculaire de la Lune; mais les observations modernes, 
comparées aux anciennes, suffisent pour en établir lexistence. En 
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effet, M. de Lambre a déterminé, au moyen d’un grand nombre d’ob- 
servations du dernier siécle et de celui-ci, le mouvement séculaire 
actuel de la Lune, avec une précision qui laisse 4 peine une incerti- 
tude de quelques secondes; il ne l’a trouvé que de vingt-cing secondes 
environ plus petit que celui de Mayer, tandis que les observations 
anciennes s’accordent 2 donner un mouvement séculaire moindre de 
trois ou quatre minutes. Le mouvement de la Lune s’est donc accéléré 
depuis les Chaldéens, et, les observations arabes faites dans lintervalle 
qui nous en sépare venant a l’appui de ce résultat, il est impossible 
de le révoquer en doute. 

Maintenant, quelle est la cause de ce phénomene? la gravitation 
universelle, qui nous a fait connaitre si exactement les nombreuses 
inégalités de la Lune, rend-elle également raison de son équation 
séculaire? Ces questions sont d’autant plus intéressantes a résoudre 
que, si l’on y parvient, on aura la loi des variations séculaires du 
mouvement de la Lune, qui nous est encore inconnue, car on sent 
bien que l’hypothese d’une accélération proportionnelle aux temps, 
admise par les astronomes, n’est qu’approchée et ne doit point s’é- 
tendre a un temps illimité. 

Les géométres se sont fort occupés de cet objet, et Académie ena 
fait plusieurs fois le sujet de ses prix; mais les recherches que l’ona 
tentées a cet égard n’ont fait découvrir, soit dans l’action du Soleil et 
des planetes sur la Lune, soit dans les figures non sphériques de ce 
satellite et dela Terre, rien qui puisse sensiblement altérer le moyen 
mouvement de la Lune; et, pour expliquer son équation séculaire, on 
a été forcé de recourir 4 différentes hypotheses, telles que la résistance 
de l’éther, la transmission successive de la gravité, l’action des 
cométes, etc. 

Cependant, la correspondance des autres phénoméenes célestes avec 
Ja théorie de la pesanteur est si parfaite et si satisfaisante que l’on ne 
peut voir sans regret l’équation séculaire de la Lune se refuser 2 cette 
théorie et faire seule exception a une loi générale et simple dont la 
découverte, par la grandeur et la variété des objets qu’elle embrasse, 
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fait tant d@’honneur al’esprit humain. Cette réflexion m’a déterminé a 
considérer de nouveau ce phénoméne, et, apres quelques tentatives, 
je suis enfin parvenu a en découvrir la cause. 

L’équation séculaire de la Lune est due a l’action du Soleil sur ce 
satellite, combinée avec la variation de l’excentricité de l’orbite ter- 
restre. Pour se former de cette cause la plus juste idée que l’on 
puisse avoir sans le secours de |’Analyse, il faut observer que l’action 
du Soleil tend a diminuer la pesanteur de la Lune vers la Terre, et 
par conséquent & dilater son orbite, ce qui entraine un ralentisse- 
ment dans la vitesse angulaire. Quand le Soleil est périgée, son action 
devenue plus puissante agrandit l’orbite lunaire; mais cette orbite se 
contracte lorsque le Soleil, étant vers son apogée, agit moins forte- 
ment sur la Lune. De la nait, dans le mouvement de ce satellite, 
’équation annuelle dont la loi est exactement la méme que celle de 
’équation du centre du Soleil, a la différence prés du signe, en sorte 
que l’une de ces équations diminue quand l’autre augmente. 

L’action du Soleil sur la Lune varie encore par des nuances insen- 
sibles relatives aux altérations que l’orbite de la Terre éprouve de la 
part des planétes. On sait que l’attraction de ces corps change a la 
longue les éléments de l’ellipse que la Terre décrit autour du Soleil. 
Son grand axe est toujours le méme, mais son excentricité, son incli- 
naison sur un plan fixe, la position de ses neeuds et de son aphélie 
varient sans cesse. Or la force moyenne du Soleil, pour dilater l’orbe 
de la Lune, dépend du carré de l’excentricité de l’orbite terrestre ; 
elle augmente et diminue avec cette excentricité : il doit donc en 
résulter, dans le mouvement de la Lune, des variations contraires, 
analogues a l’équation annuelle, mais dont les périodes, incompara- 
blement plus longues, embrassent un grand nombre de siécles. Main- 
tenant que l’excentricité de l’orbite terrestre diminue, ces inégalités 
accéléerent le mouvement de la Lune; elles le ralentiront quand cette 
excentricité, parvenue & son minimum, cessera de diminuer pour 
commencer a croitre. 

Les mouvements des noouds et de l’apogée de la Lune sont pareille- 
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ment assujettis 2 des équations séculaires d’un signe opposé a celui 
de ’équation du moyen mouvement, et dont le rapport avec elle est 
de ra 4 pour les nuds et de 7 a 4 pour l’apogée. Quant aux varia- 
tions de la moyenne distance, elles sont insensibles et n’influent pas 
d’une demi-seconde sur la parallaxe de ce satellite; il n’est donc point 
2 craindre qu’il se précipite un jour sur la Terre, comme cela aurait 
lieu si son équation séculaire était due a la résistance de l’éther ou a 
la transmission successive de la pesanteur. 

L’action moyenne du Soleil sur la Lune dépend encore de l’incli- 
naison de l’orbite lunaire sur l’écliptique, et l’on pourrait croire que, 
la position de l’écliptique étant variable, il doit en résulter dans le 
mouvement de la Lune des inégalités semblables a celles que produit 
la diminution de l’excentricité de l’orbite terrestre. Mais j’ai trouvé 
que lorbite lunaire est ramenée sans cesse, par l’action du Soleil, ala 
méme inclinaison sur celle de la Terre, en sorte que les plus grandes 
et les plus petites déclinaisons de la Lune sont assujetties, en vertu 
des variations de l’écliptique, aux mémes changements que celles du 
Soleil. Enfin je me suis assuré que ni l’action directe des planetes sur 
la Lune, ni les figures non sphériques de ce satellite et de la Terre 
ne peuvent altérer son moyen mouvement. 

L’inégalité séculaire du mouvement de la Lune est périodique, mais 
il lui faut des millions d’années pour se rétablir. L’excessive lenteur 
avec laquelle elle varie l’aurait rendue imperceptible depuis les obser- 
vations anciennes si sa valeur, en s’élevant & un grand nombre de 
degrés, ne produisait pas des différences considérables entre les mou-- 
vements séculaires de la Lune observés a diverses époques. Les siecles 
suivants développeront la loi de sa variation; on pourrait méme, dés 
a présent, la connaitre et devancer les observations si les masses des 
planetes étaient bien déterminées; mais cette détermination si dési- 
rable pour la perfection des théories astronomiques nous manque 
encore. La postérité, a qui elle est réservée, aura l’avantage de juger 
des états passés et a venir du systeme du monde, avec la méme évi- 
dence que de son état présent; elle verra sans doute avec reconnais- 
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sance que les géométres de ce siecle ont indiqué les causes de tous 
les phénoménes célestes, et qu’ils en ont donné les expressions ana- 
lytiques, dans lesquelles il n’y a plus qu’a substituer les valeurs de 
quantités que l’observation seule peut faire connaitre. 

Jupiter, dont nous avons exactement la masse, est heureusement 
celle des planétes qui a le plus d’influence sur l’inégalité séculaire de 
la Lune. En adoptant sur les masses des autres planétes les supposi- 
tions les plus vraisemblables et en réduisant en série |’expression de 
cette inégalité, le terme proportionnel au carré du temps m’a donné 
une équation de onze secondes pour le premier siecle, a partir de 
1700. Mais j’ai reconnu que, en remontant aux observations chal- 
déennes, le terme proportionnel au cube du temps devenait sensible, 
et j’en ai déterminé la valeur. En comparant ensuite les observations 
avec la théorie, j’ai trouvé entre elles un accord qui paraitra surpre- 
nant, si l’on considere l’imperfection des observations anciennes, la 
maniere vague dont elles nous ont été transmises et l’incertitude qui 
reste encore sur les masses de Vénus et de Mars. 

Il est assez remarquable que la diminution de l’excentricité de 
lorbite solaire soit beaucoup plus sensible dans le mouvement de la 
Lune que par elle-méme; cette diminution qui, depuis l’éclipse la 
plus ancienne dont nous ayons connaissance, n’a pas été de quatre mi- 
nutes, a produit plus d’un degré et demi d’altération dans le mouve- 
ment de la Lune; on pouvait & peine la soupconner d’apres les obser- 
vations du Soleil faites par Hipparque et Ptolémée, mais les anciennes 
éclipses la rendent incontestable. 

Il se présente ici une question intéressante a résoudre. La Lune ne 
doit-elle pas, en vertu des grandes inégalités que nous venons de con- 
sidérer, offrir successivement tous les points de sa surface a la Terre? 
L’égalité des mouvements de rotation et de révolution de ce satellite 
rend, comme on sait, une moitié de sa surface invisible pour nous ; 
les inégalités périodiques de ces mouvements nous en découvrent seu- 
lement quelques parties, en nous cachant les parties opposées de la 
moitié visible, ce qui produit le phénomene connu sous le nom de 
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libration; V'étendue de ce phénomene dépend de la grandeur des iné- 
galités de la Lune; ainsi les inégalités séculaires de son mouvement 
s’élevant & plusieurs circonférences, elles semblent devoir nous dé- 
couvrir 2 la longue tous les points de son équateur; mais, en soumet- 
tant cet objet a l’analyse, il est facile de s’assurer que l’action de la 
Terre ramene sans cesse yers son centre le grand axe de l’équateur 
lunaire, et dirige constamment vers nous la méme face de la Lune. 
C’est en vertu de cette action que les moyens mouvements de cet astre 
sur lui-méme et dans son orbite sont devenus parfaitement égaux, 
quoigw ils aient différé a Vorigine; elle fait participer encore le mou- 
vement de rotation de la Lune aux inégalités séculaires de son mou- 
vement de révolution, a cause de l’excessive lenteur avec laquelle ces 
inégalités varient. 

J’ai donné, dans un autre Ouvrage, la théorie des équations sécu- 
laires de Jupiter et de Saturne, et j’ai prouvé qu’elles dépendent de 
deux grandes inégalités jusqu’a présent inconnues, et dont la période 
est d’environ neuf cent dix-huit ans. Si ’on réunit ces recherches a 
celles dont je présente ici les résultats, on aura une théorie complete 
de toutes les équations séculaires observées par les astronomes dans 
les mouvements célestes. J’ose espérer que l’on verra avec plaisir ces 
phénoménes, qui semblaient inexplicables par la loi de la pesanteur, 
ramenés & cette loi dont ils fournissent une confirmation nouvelle et 
frappante. Maintenant que leur cause est connue, l’uniformité des 
moyens mouvements de rotation et de révolution des corps célestes, 
et la constance de leurs distances moyennes aux foyers des forces 
principales qui les animent deviennent des vérités d’observation et de 
théorie. J’ai fait voir ailleurs que, quelles que soient les masses des 
planétes et des satellites, par cela seul que tous ces corps tournent 
dans le méme sens et dans des orbes peu excentriques et peu inclinés 
les uns aux autres, leurs inégalités séculaires sont périodiques. Ainsi 
le systeme du monde ne fait qu’osciller autour d’un état moyen dont 
il ne s’écarte jamais que d’une trés petite quantité. I] jouit, en vertu 
de sa constitution et de la loi de la pesanteur, d’une stabilité qui ne 
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peut étre détruite que par des causes étrangéres; et nous sommes cer- 
tains que leur action est insensible depuis les observations les plus 
anciennes jusqu’a nos jours. Cette stabilité du systeme du monde, qui 
en assure la durée, est un des phénoménes les plus dignes d’attention, 
en ce qu'il nous montre dans le ciel, pour maintenir l’ordre de l’uni- 
vers, les mémes vues que la nature a si admirablement suivies sur la 
Terre pour conserver les individus et perpétuer les espéces. 


Soient x, y, les trois coordonnées de la Lune, rapportées au 


centre de la Terre; 2’, y’, 3’ celles du Soleil, rapportées au méme 
point; soient de plus 

rPSaV2P- Yee, rae y?+s?; 
nommons § la masse du Soleil et R la quantité 


S(xa2'+ yy'+ 22') s 
73 


Vai — x) + (yy P+ (2) 


enfin représentons par l’unité la somme des masses de la Terre et de 
la Lune, et par dt l’élément du temps supposé constant: nous aurons 
les trois équations différentielles suivantes : 


be a oe OR 
Saec | eay cages 
ere ayae et ty i oR 
(A) od Th ade, 
wes 
Or de T a T Oz 


Si ’on multiplie la premiére de ces équations par dx, la seconde 
par dy, la troisiéme par ds; qu’ensuite on les ajoute et que l’on dé- 
signe par la caractéristique d la différentielle prise par rapport aux 
seules coordonnées x, y, 5, on aura, aprés avoir intégré, 


dt’ if 


PREACH Lesa 2 : i 2 faR, 
a 


w 
ww 
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a étant une constante arbitraire qui, comme l’on sait, est le demi 
grand axe de l’ellipse que la Lune décrirait sans la force perturbatrice 
du Soleil. 

En ajoutant Vintégrale précédente a la somme des équations (A) 
multipliées respectivement par x, y, 3, on aura l’équation différen- 
tielle 


aPa+ry@y+sd’s+dx?+dy*+dz? 1 
0 = 2 = 
dt? Fr 

or oR OR 


mais on a. 
a@e+ty@y+sd%s+ dx*+ dy+d?=—j,d'r’, 


partant 
CFE ee a 2 {aR + OR OR | OR 
parang OB ay" ~ Ox 


~ 9d? 


Si l’on intégre cette équation dans la supposition de R= o, on aura 
la valeur de r relative au mouvement elliptique de la Lune. Soit ér la 
partie der due a l’action du Soleil; en substituant au lieu de7, dans 
l’équation précédente, r+ 6r, r étant ici la partie du rayon vecteur 
relative au mouvement elliptique, on aura, en négligeant le carré des 
forces perturbatrices, 


GOT me nO oR OR | _OR 
(B) Oz a ioas +2 fdR 4 ape aay pee yee 


La somme des trois équations differentielles (A), multipliées res- 
pectivement par x, y, z, donne 
oa te tyPy+ses I oR OR | OR 


dt? Se pee One el pga 


Soit dy langle infiniment petit intercepté entre les deux rayons r et 


rat ar, on. aura 
dx* +- dy? + dz*= dr*4- r? dp?, 


partant 


aPu+ry@y+sd?s—d(rdr) — da? — dy?—dz-=rdr— eed Saar 
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ce qui donne 


rad’r— r* dy? OR oR OR 
= ae1Y, ain apes 


I 
co dt "Pp "ae "9 by 


Supposons que, par l’action du Soleil, dy augmente de dé¢; cette 
équation donnera, en négligeant le carré des forces perturbatrices, 


9 or + or dr — ar or dy? — ar? dy dov or oR OR _OR 


dt? r2 bake, Ys Y oy tia; Fa 


Mais on a, dans l’hypothese elliptique, 


e étant Vexcentricité de lorbite lunaire; de plus, si l’on fait R=o 
dans l’équation (C), elle donnera 


TOG NAT ka 
d@ dé r?? 


on aura done 


_r@ir—drdr 3rer  2ddv 
re de pe de 


fe ee ge nary eo 
VAN Ox Y Oy 0s 


Si l’on substitue au lieu de a sa valeur tirée de l’équation (B), on 


aura 


addy -———_.. _ d(rddr—dordr)  3d*(rér) 
dt Vege) — dt? ; dt? 


+6faR+4 (aS +95 +25). 


\ 


: ay Pears 
Soit zt le moyen mouvement sidéral de la Lune, on aura n?= —; 


l’équation précédente donnera donc, en l’intégrant, 


d(rdor)+rdor ndt {aR 
=. aod a 
a ndt\/;— : Vie? 


(D) woke esont OR 


“a ie aaa Negras 
+2af[ndat noe oy. Ue 
Vi—e 
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If. 


Reprenons maintenant la valeur de R; en la réduisant en série on 


aura 


2 r r'? 


Ss Ss [= Sew yee ee]. 


r étant considérablement plus grand que 7, on peut s’en tenir a ces 
termes de la série. Prenons pour plan fixe des a et des y un plan tres 
peu incliné a celui de l’écliptique; soient y la tangente de l’inclinaison 
delorbite lunaire sur ce plan, I la longitude de son noeud ascendant; 
soient 7’ et II’ les mémes quantités relativement au Soleil; soit de plus 
v la longitude de la Lune, comptée sur son orbite en partant du rayon 
vecteur dont l’axe des x est la projection sur le plan des a et des y; 
soit ¢, cette méme longitude rapportée a ce dernier plan et comptée de 
laxe des x; nommons ¢’ et ¢, les mémes quantités relativement au 
Soleil, on aura, en négligeant les quatriemes puissances de y et de y’, 


¥ 7? 

9, —o — & sinell — © sin(2v — ell), 
A d 
oe i 

y= o' Toe i sin(29’-—- 2Il’). 


Si lon nomme s la latitude de la Lune au-dessus du plan fixe et s’ celle 
du Soleil, on aura 4 tres peu pres 


s=ysin(v—Il), s'= y' sin(¢'-- Il’); 


on aura de plus 


t= 7 Vi—s COS 04, yur Vie s sing, Ponsa 1a 
ap Sip! Vi? cose), bdo oe Vi— s? sin v}, Fe Sin SK 
partant 
ca! + yy! + a3! rr'(r--45?— 15!) eos(o,— 9) + rr'ss's 


on aura done, en ne conservant parmi les termes de l’ordre y? et y? 
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que ceux qui sont constants, les seuls dont nous aurons besoin dans 
la suite, 


Pal i nye ieee 
(LL VY A ge \i= 


3 [1+- cos(29— 29’) “Fy? — fy yy' cos (I — IT’) ]. 
Solent 
y sinll = p, ycosIl—q, y sinlie—-p', y' cos’ =q', 
on aura 
7 277 Con Mh) oye (pp) (g— 9"); 


expression précédente de R deviendra ainsi 


$7? I): 
R=— 7 — palit 3 costae oe een Pe Ps age gj ae 


r 


Il. 


Considérons maintenant les différents termes de l’expression de é¢ 
donnée par l’équation (D) de I’article I, et commencons par celui-ci 


= NOR 2 OR SOR 
2a ndt ace Cae — es 
al 16? 


oR OR _OR 
” Ox YS Oy ” 02 


‘ORs 226 S24 


or's 


Ona 


=e 4 DE ear 


[1+ 3 cos(29 — 20’) — ?(p—p')?— 2(q—q')?].- 


Soient nt-+-« la longitude moyenne de la Lune, comptée de I’axe 
des x; ola longitude de son aphélie, a et e étant comme ci-dessus le 
demi grand axe et l’excentricité de son orbite; soient n’t+ ¢’, a’, é 
les mémes quantités relativement au Soleil, on aura 


r=a[i+ the? +e cos(nt +e —-w)+...], 


r'=a'[1+4e%+ e cos(n't+e'—o')+...]. 
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On aura donc, en ne conservant que les quantités a trés peu pres con- 


stantes, 
2 
2 Oh Ry oR BE rt de bet ip Pt Mg 9h 
orona 
I < S 
n*— a et | ecm aie . 
Le terme 


de l’expression de éy donnera done celui-ci 


— ftp nets beh ppg 9)" 

On sait que, en vertu de l’action des planetes, le demi grand axe de 
Vorbite solaire est constant, mais son excentricité varie sans cesse, 
ainsi que son inclinaison et la position de ses noeuds et de son 
apogée; on doit donc regarder n’ comme constant et supposer e’, p’ 
et q’ variables. On peut encore, dans le terme précédent, supposer 72 
constant; car, quoique cette quantité puisse étre considérée ici 
comme variable, & raison de l’équation séculaire du mouvement de 
la Lune, cependant, comme sa variation est multipliée dans ce terme 
par la force perturbatrice du Soleil, il est visible que l’équation sécu- 
laire qui en résulte dans le mouvement de la Lune est, par rapport a 
’équation séculaire de ce mouvement, de l’ordre des forces pertur- 
batrices, et qu’ainsi elle peut étre négligée. La partie -f{=s du 

fn 


12 ¢ 


2 ’ uw bt = Hoss nr 
terme précédent se réduit ainsi a — 


> et par conséquent elle se con- 


1 2 
fond avec le moyen mouvement de la Lune. La partie =" Bos 
rn 


A ’ i x 3n! y Way 9 ‘ . - 
du méme terme se réduit i) — Se fn dte'?, et, 2 cause de la variabi- 


lité de e’, il doit en résulter une équation séculaire dans le mouve- 
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ment de la Lune. Quant 4 la partie 


pour voir si elle doit produire des inégalités séculaires dans l’expres- 
sion de é¢, il faut déterminer les valeurs de e, p — p’ etg — q’. 


IVs 


Pour cela, je reprends l’équation 


OTe I 
Os -~ —-— + 
; 


pa faR + eSh + y Soe 


I 
a 
trouvée dans l’article I; si l’on y suppose 


r=ali+ —- 7a), 
a 


u étant une tres petite quantité périodique dont je négligerai le carré 
et les puissances supérieures; on aura, en ne conservant que les 
termes constants et ceux dans lesquels uw est multiplié par des con- 
stantes, et en substituant pour R sa valeur précédente, 


( a) oe u ( 20a ae) da 8g Ss 
Osi = I als t 


z z 2) 
a) dt? a a a’ a* as as 


R [SQ 


étant une constante arbitraire ajoutée a Vintégrale / dR. 


Maintenant, si l’on différentie l’équation (D) de article I et que 
l’on ne conserve que les termes constants, on aura, en négligeant le 
carré des excentricités des orbites, 


mais nt représente, par la supposition, le moyen mouvement de la 


Lune; il faut donc que cette valeur de si soit nulle, ce qui déter- 
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mine la constante arbitraire g, et ce qui donne 


au , 30a ani" OB) ate 
=— +2 u(s —- . 


a Tos 


n étant une quantité variable, cette équation se partage dans les deux 
suivantes : 


ete ‘ 30a, an 
OF ape ee big opie ? 
0G 1? 
eed ee are 
a 6 


0a ee 
a on? 
la premiere devient ainsi 
bugil ey at | ea 
° = at ‘ ( 2n* ) 


dou l’on tire, en intégrant, 


REEEE 
u=ecos( nt) /1— aa 8h 
eet A étant deux arbitraires. On voit ainsi que e est indépendant des 
éléments de l’orbite solaire et qu’ainsi on peut le regarder comme 
invariable relativement a e’. 

L’expression précédente de u ne donne pas, A la vérité, le mouve- 
ment de l’apogée de la Lune; on sait, par la théorie de ce satellite, 
que, pour déterminer ce mouvement, il faut pousser l’approximation 
jusqu’au carré des forces perturbatrices; mais il est aisé de voir, par 
cette méme théorie, que l’excentricité de lorbite lunaire reste tou- 
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jours, a tres peu pres, constante et ne participe point sensiblement 
aux variations de l’orbite du Soleil. 

Considérons maintenant la variation de l’inclinaison de l’orbite de 
Ja Lune : reprenons pour cela la derniere des équations (A) de l’ar- 


ticle I, 
dz 3 OR 
gee ph ig 


En substituant pour R sa valeur 


toy lf Ay) 
es [e- 3 (wa! -+ yy! + 25!) 
if 2r'3 r!2 


et en négligeant les cubes et les produits de trois dimensions de = et 
de 2’, on aura 


d?z z Sz 382'(e2'+ yy’) 
dé =| TB 73 7's ° 


Soient s = as, z’= a's’; en substituant dans l’équation précédente 
ces valeurs, a + 6a au lieu der, et a’ au lieu de 7’, elle deviendra 


' as 
OE ca as — ar 8 cos(¢ v). 


a a 


id? s Ss (1-5 sr 38 


On a, par ce qui précede, 


de plus, s’ étant la latitude du Soleil au-dessus du plan fixe, on a 
s'=y'sin(¢’— II’). 

On aura donc, en ne conservant que le terme dépendant de 

langle ni+¢, 


3n! 


2n? 


Oe is 
oe ems(at )— Eat sin(ne+ 2M. 


. a’ I 
En intégrant cette équation et en observant que les valeurs de “j. et 


} . . , is A 
de ae sont insensibles, et qu’ainsi on peut les négliger lorsqu’elles ne 
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sont pas multipliées par le temps ¢, on aura 


Fee 3nt ts, WW 
s=6sin(ne+e+ 7 -—Q + y'sin(nt+e—Il'), 
6 et Q étant deux constantes arbitraires. 


On peut mettre cette expression de s sous cette forme 


3n!t 


Ss | 7’ + 60s (Q— in ) | sin (ne-rey 


OLA 


— ie 6 sin (o— ie )| cos(nt +e); 


mais, s étant la latitude de la Lune au-dessus du plan fixe, ona, par ce 


qui précéde, 
sS—=qsin(nt+e)— pcos(nt+e). 


On aura done 


; bide 
p=p'+6 sin(Q eT ); 


q=q'+&cos (Q —_ =) 
ce qui donne 

ae Pa) ere Giga Toate 
(p—p'P+(q— q')* étant le carré de linclinaison respective des 
orbites du Soleil et de la Lune, on voit que cette inclinaison est con- 
stante. La position de l’écliptique varie sans cesse, en vertu des ac- 
tions des planétes, et son obliquité sur l’équateur a toujours diminué 
depuis les observations les plus anciennes jusqu’é nos jours; mais 
action du Soleil raméne l’orbite lunaire & la méme inclinaison sur le 
plan de l’écliptique, en sorte que les plus grandes et les plus petites 
déclinaisons de la Lune sont assujetties aux mémes variations que 
celles du Soleil. 

Il suit de l’analyse précédente que la partie 


n” at 
— {A pe—He— pHa" 


n 


2a ndt Ue dy dz 
Vi—e 


du terme 
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de l’expression de cy ne peut donner aucune équation séculaire dans 
le mouvement de la Lune; en n’ayant donc égard qu’aux équations de 
ce genre, ce terme se réduit & 


3n! 
— — |n'dte 
2H 
Ne 
Examinons présentement les autres termes de l’expression de 6¢; 
ndt BS dR 
cette expression renferme encore le terme 3a Vasa qui, par 
= 


son double signe intégral, parait tres propre a donner ee inégalités 
séculaires. On a, par ce qui précede, en n’ayant égard qu’aux termes 
a tres peu pres constants, 

q 22 


ARe—d PS [rede + fe? Upp!) —Uq—a')"h 


la caractéristique d du second membre de cette équation ne se rap- 
portant qu’aux quantités a, e, p et q¢ relatives & la Lune. Les deux 
premieres de ces quantités sont constantes, mais les deux autres sont 


variables, ce qui donne 
n'? 
adR = “S [dp (p — p') + dq(q—-')I. 


Si l’on substitue, au lieu de p et de q, leurs valeurs trouvées dans 


article précédent, on aura 
ee Cg rip sf hide / mh “~)| 
ad = 75 8| dp sin ( — +49 cos (Q ae 


On sait que les valeurs de p’ et de qg’ ont cette forme 


p’=Asin(fé +) + A’sin(f’t+0')+..., 
g'—Acos(ft +A) + A’cos(f/t+ A) +..., 


I, f’, ... étant des coefficients extrémement petits; la différentielle adR 


260 SUR L’EQUATION SECULAIRE DE LA LUNE. 


sera donc exprimée par une suite de termes de la forme 


3 nl2fA6 dt xin(Q _3nltt oy -?); 


An? An 
ndt {aR re 
par conséquent 3a vee sera exprimé a fort peu prés par une 
Cm 
suite de termes de la forme 
a hanf A6 sin(Q ~ ee sean n): 
n'?\/1— e? wld 
or ces termes sont insensibles & cause de l’extréme petitesse de / rela- 
fo, ; n dt faR : a 
tivement an’; ainsi la quantité 3a Nee ne produit aucune inéga- 
ere, 


lité séculaire sensible dans le moyen mouvement de la Lune. 


Il nous reste 4 considérer dans l’expression de ¢y la quantité 
d(rér)+rddr 
andtvi—e& 
sa différence, ne renferment point de termes sensibles de la nature de 


,» mais il est aisé de voir que or, et a plus forte raison 


ceux que nous venons d’analyser. En n’ayant donc égard qu’a ces 
termes, ona 


Sie Ve 
(E) he , fnidte?. 


Vi. 


Voyons maintenant si l’action directe des planétes sur la Lune pro- 
duit dans l’expression de cy des termes du méme ordre et du méme 
genre que celui que nous venons de déterminer. Les planetes, ainsi 
que le Soleil, ne troublent le mouvement de la Lune que par la diffé- 
rence de leur action sur la Terre et sur ce satellite. En désignant done 
par R’ pour une planéte ce que nous avons nommé R pour le Soleil, 
R’ sera relativement & R du méme ordre que le rapport des masses des 
planetes a celle du Soleil. 

On peut concevoir R’ développé dans une suite de sinus et de co- 
sinus d’angles croissants proportionnellement au temps, et il est 


SUR L-EQUATION SECULAIRE DE LA LUNE. 261 


visible que, les moyens mouvements du Soleil, de la Lune et des pla- 
netes étant incommensurables entre eux, la différentielle de ces sinus 
et cosinus, prise en ne faisant varier que les moyens mouvements de 
la Lune, de ses nceuds et de son apogée, est une quantité périodique. 
Cette différentielle est égale & dR’; ainsi la partie 


ndt {dR 


3 ee oH = Se 
x Vi—-@ 


de expression de ov n’est formée que de quantités périodiques dé- 
pendantes de la configuration des planétes, du Soleil et de la Lune; il 
ne peut donc point en résulter d’équation séculaire dans le mouve- 
ment de ce satellite. 

Quant 4 la partie 


gol. 0H pal 
peereemes xe a Co ae 
2a ey po OG he TPOY on a OR, 

Vi1— e? c 


de l’expression de 6, on voit facilement que les termes a trés peu pres 
constants qu’elle renferme ne peuvent dépendre que des variations 
séculaires des éléments des orbites des planétes, et que, par consé- 
quent, ils sont, relativement a celui que nous avons déja déterminé, 
du méme ordre que le rapport des masses des planetes a celle du 
Soleil. 


Il est clair que la partie AOE ULES 


an dt\/1 — é 
duit aucun terme sensible de la nature de ceux que nous conside- 


de l’expression de 4¢ ne pro- 


rons. 

On peut appliquer le raisonnement et les résultats précédents aux 
termes provenant de la non-sphéricité de la Terre. La circonstance de 
l’égalité des moyens mouvements de la Lune sur elle-méme et autour 
de la Terre exige une discussion particuliere des termes provenant de 
la non-sphéricité de la Lune; mais M. de la Grange, qui I’a faite avec 
beaucoup de soin dans son excellente piece sur la libration de la Lune, 
a trouvé qu’il n’en résultait point d’équation séculaire dans son moyen 
mouvement (voir les Mémoires de Berlin, année 1780). 
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Enfin les géométres qui se sont occupés de la théorie de la Lune, et 
M.d’Alembert en particulier, se sont assurés que, de la combinaison des 
diverses équations du mouvement lunaire, il ne peut résulter aucune 
équation sensible 4 longue période et semblable a Vinégalité de neuf 
cent dix-huit ans que j’ai trouvée dans la théorie de Jupiter et de 
Saturne. La valeur de dv donnée par l’équation (E) de l'article précé- 
dent renferme donc tous les termes sensibles qui, par la théorie de 
la pesanteur universelle, peuvent produire une équation séculaire 
dans le moyen mouvement de la Lune. Examinons présentement les 
equations séculaires des autres éléments de l’orbite lunaire. 


Jit 


Reprenons |’équation 


sg Tae Lape Be aR 2 OR OR 
dt® nt ras Ox J Oy “05” 


trouvée dans l'article I, et que nous avons discutée dans l'article IV, 
en négligeant les carrés des excentricités des orbites. Si, dans le coef- 
ficient de 7? de l’expression de R, on ne conserve que les termes a trés 
peu pres constants, et que l’on néglige ceux de l’ordre des carrés des 
excentricités et des inclinaisons qui sont constants, on aura 


2A S7? at 
R=— 7! hal Gas e”), 
partant 
n'? 2 12 12 
aa fdR=2g— os ah =a | rre'de’, 


g étant une constante arbitraire ajoutée 4 l’intégrale a faR, et que 


nous avons trouvée, dans |’ 


0a 
r=a ate erechle 4 


on aura, en négligeant le carré des forces perturbatrices, et par consé- 


12 
[Ele -- Soit 
< 
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quent le produit de a par ces forces, 


an! nu 


3n2 n? 


2 12 
2a fdR= (Geese ae fuel de'; 


nr 
a7 
mais on a, a fort peu pres, 
yids au 
= a ET 


ce qui donne, a cause de l’extréme lenteur avec laquelle e’ varie, 


’ du e'de' 
UCC Ge ee 
uf ndt ndt? 
on aura done 
an” nu 3n' du e'de' 
0H] OR a= = Si I BG) — : 
ay 3n? n? ace) an? ndt ndt 


On trouvera pareillement 


aa — (1+ Ze’). 


.: oR Gia gen \a a he = Bs) eats 
* Ox "7 Oy sa batt ie An? n? 


L’équation différentielle précédente deviendra ainsi, en y faisant 


t—-— l=, 
a 


au! 30a an” 3n'e! 
= Se GI — 


a n? n? 


3n'” du!’ e'de' ) , 0a 3 ne! 
n ¢ 
an? dt dt 


! gn bare A 5) 
d’ou l’on tire les deux équations suivantes : 


0a n”? 3 n'2 e” 


—=—7,5+ 55> 
a 6 n2 4n? 


d*u' Meneaie on’? ain e” 3n'? du' e'de' 
= n == = . 
on hn? aT dt dt 
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Cette derniére équation donne & fort peu prés, en l’intégrant, 


3n'2 a1n'? 
= t— e” dt 
Hig 2CpS (ney/ an? 8n sli ? 


e étant une constante arbitraire. 

Il résulte de cette analyse : 1° que la moyenne distance a de la Lune 
a la Terre est assujettie 4 une variation séculaire représentée par 
oo aes 

An® 
et n’influe pas d’une demi-seconde sur la parallaxe ; 2° que l’équation 
du centre de la Lune est & trés peu pres constante et qu'elle n’est 
assujettie tout au plus qu’a des variations du méme ordre que celles 


de la moyenne distance; 3° enfin, que le mouvement de l’apogée est 


a; mais, e’ ne surpassant jamais =, cette variation est insensible 


soumis & une équation séculaire représentée par 280 [ni dite. Cette 
équation est fort sensible & cause du signe intégral qui affecte e’*; 
elle est en sens contraire de celle du moyen mouvement de la Lune, 
avec laquelle elle est dans le rapport constant de 7 a 4. 

Si lon traite de la méme maniére la derniére des équations (A) de 
larticle I, que nous avons déja discutée dans l’article IV en négli- 
geant les carrés des excentricités des orbites, on trouvera, en nom- 
mant s, la latitude de la Lune au-dessus de l’écliptique vraie, 


37! n! 


—_ ] 3 if 12 
$,= 6 sin (neq/1+ le Cy oe ek ate nn, 


6 étant une constante arbitraire. 

I] suit de 1a que l’inclinaison respective des deux orbites du Soleil 
et de la Lune est constante, mais que la longitude moyenne de ses 
aan. 


8n 
Cette équation est en sens contraire de l’équation séculaire du moyen 


noeuds est assujettie 4 une équation séculaire égale a n' dte’?. 


mouvement de la Lune, et elle n’en est que le quart. Il nous reste 
maintenant A voir jusqu’a quel point les résultats précédents satisfont 
aux observations. 
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Witt 


Pour cela, il faut déterminer la valeur de e”?, qui, comme I’on sait, 
est une quantité périodique dépendante des masses des planetes, et 
principalement de celles de Jupiter, de Vénus et de Mars. La masse 
de Jupiter est bien connue, mais celles de Vénus et de Mars sont incon- 
nues; il nous est donc impossible de déterminer exactement la valeur 
dee”, et par conséquent celle de l’équation séculaire de la Lune. Cepen- 
dant, comme Jupiter a sur la variation de e’? une plus grande influence 
que les autres planetes, et que d’ailleurs quelques autres phénoménes 
célestes nous ont fait connaitre a peu pres la masse de Vénus, on peut 
avoir cette variation d’une maniére assez approchée pour reconnaitre 
si elle est la cause de |’équation séculaire observée dans le mouvement 
de la Lune. 

M. de la Grange, dans son excellente théorie des variations sécu- 
laires des éléments des orbites des planetes, a adopté, sur leur densité, 
une hypothese qui s’accorde assez bien avec les densités connues de 
la Terre, de Jupiter et de Saturne. Il suppose les densités des planetes 
réciproques a leurs moyennes distances au Soleil; et, d’apres cette 
supposition, il détermine pour un temps quelconque les inégalités 
séculaires des inclinaisons des orbites, de leurs noeuds, de leurs excen- 
tricités et de leurs aphélies (voir les Mémoires de Berlin pour V’an- 
née 1782); mais, comme dans la Physique céleste nous ne voyons 
point de cause d’out cette loi de densité puisse résulter, cet illustre 
‘géométre a donné, dans les Mémoires cités, les expressions différen- 
tielles des inégalités séculaires, en laissant les masses des planttes 
sous la forme d’indéterminées, en sorte que ces expressions pourront 
servir ) déterminer ces masses lorsque les observations auront fait 
connaitre avec précision les variations des éléments. 

L’hypothése adoptée par M. dela Grange donne 61”, 56 pour la dimt- 
nution séculaire actuelle de l’obliquité de l’écliptique; ce résultat 
parait trop considérable, et la plupart des astronomes réduisent cette 


QF 
OkEuvres de L. — XI. o4 
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diminution 2 50”. J’ai diminué en conséquence la masse de Vénus 
et j’ai conservé d’ailleurs toutes les autres déterminations de M. de la 
Grange sur les masses des planetes. Cela posé, en nommant z le 
nombre des siécles écoulés depuis 1700, j’ai trouvé, a cette époque, 


ay ray : de! 
Vai déterminé ensuite la valeur de 2e’ —- pour l’an 700 de notre 


ere, en substituant dans l’expression analytique de cette quantité les 

valeurs des éléments des planétes qui avaient lieu & cette époque, et 

jai trouvé, en nommant e’ lexcentricité de lorbite du Soleil a cette 
meéme époque, 

26, de, nt 

Waa , 27845. 


Soit maintenant 
e?—A+Bi+ C?, 


z étant compté de 1700; on aura 


2e' de’ 
es B = — 0”, 31588. 
En faisant ensuite «= —- 10, on aura 
Ree, 


as B — 200 = — 0’, 29845. 


On aura done 
B = — 0", 31588, C = — 0”, 0018915, 


Reprenons maintenant l’équation (E) de l’article V, 


i an! 7 ' 1 
De a dte"., 

Ona 
n' dt =100.360° di; 


de plus 


/ 


n 
= 0,0748034. 
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En substituant donc au lieu de e” sa valeur précédente, et en rédui- 
sant les valeurs de B et de C en parties du rayon, ce que l’on fera en 
les divisant par 57°17'44”, on trouvera 


Ov = — 22,44102.180° Ai + 11",135 2? + 0", 04398 2. 


Le premier terme de cette formule se confond avec le moyen mou- 
vement de la Lune observé en 1700; ainsi, l’équation séculaire de ce 


satellite est 
+11",135 7+ 0", 0439823. 


Cette valeur peut s’étendre, sans erreur sensible, aux observations 
les plus anciennes de la Lune et a mille ou douze cents ans dans 
Vavenir. 

M. de Lambre a conclu, de la comparaison d’un grand nombre d’ob- 
servations de la fin du dernier siécle et de celui-ci, qu’il faut dimi- 
nuer d’environ 25” le mouvement séculaire de la Lune des nouvelles 
Tables de Mayer. II faut donc ajouter — 25”,1 au moyen mouvement 
de ces Tables, en partant de 1700; et, comme cet illustre astronome 
emploie une équation séculaire proportionnelle au carré des temps et 
de 9” pour le premier siécle, les lieux de la Lune calculés sur ces 
Tables doivent étre corrigés par la formule 


— 25" i + 2,135 7? 4- 0”, 043987. 


Voyons si cela s’accorde avec les observations. 

M. de la Grange, dans sa piéce sur l’équation séculaire de la Lune, 
qui a remporté le prix de]’Académie sur cet objet, et qui est imprimée 
dans le Volume des Savants etrangers pour l'année 1773, a donné, 
page 56, les erreurs des Tables de Mayer, comparées aux éclipses 
anciennes. I] assure que les calculs ont été faits avec soin, de maniére 
4 pouvoir compter sur leur exactitude. Voici ces erreurs et celles de 
ces mémes Tables corrigées par la formule précédente. 
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LIEUX DATES ERREURS ERREURS 
des des des des 
observations. éclipses. Tables de Mayer. | Tables corrigées. 
| | t notre é 
} ee © T f: ere ’ ” ‘ " 
Babylone..... Cae oa Ss Hic lays) == 583 
1g mars. 
8 S avant notre ére 
Babylone..... wg ee Na said = '2091:0 —= 18 132 
22 décembre. 
Al a \ 200 ans avant notre ére, ar we 
| Xx HO: wer : — — 
ettag ea 22 septembre. 
(Se orm ns aprés notre ere 
Alexandtie...-) sOeane rt ae ‘ — 12.40 — 2.30 
( 16 juin. \ 
77 an res notre ére 
Garon cee: Ne Leo oS — 1.12 He 31 
i 12 décembre. ( 
58 ans apres notre ere 
Cancer: 97 ps 7 — o.18 == 4.59 
( 8 juin. ( 


On voit ainsi que la formule précédente rapproche sensiblement 
les Tables des observations anciennes; si l’on considere l’incertitude 
de ces observations et celle qui reste encore sur les masses’ des pla- 
nétes, on trouvera qu’il n’est pas possible d’espérer un plus parfait 
accord entre les observations et la théorie, en sorte qu’il n’y a aucun 
doute que l’équation séculaire de la Lune ne soit due & la cause que 
nous lui avons assignée. 

Pour calculer avec exactitude les observations précédentes, il fau- 
drait tenir compte des équations séculaires des mouvements des 
neeuds et de l’apogée de la Lune. Nous avons vu, dans l'article précé- 
dent, que l’équation séculaire du moyen mouvement des nceuds est 
en sens contraire de celle du moyen mouvement, et qu’elle en est le 
quart. Cette équation est, par conséquent, 


\ 


— 2",784 i? — 0", 010995 13; 


elle doit étre appliquée a la longitude du neeud donnée par les Tables. 
L’equation séculaire du mouvement de l’apogée est pareillement en 
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sens contraire de celle du moyen mouvement, et elle en est les 7, ce 
qui donne pour cette équation 


— 19", 488 2 — 0", 0769723. 


Il faut donc appliquer cette formule a la longitude de l’apogée déter- 
minée par les Tables. Mais ces corrections supposent les moyens mou- 
vements des noeuds et de l’apogée exactement connus, et comme ils 
ont été principalement déterminés par la comparaison des observa- 
tions modernes aux anciennes, il faudra revenir sur cet objet, en ayant 
égard aux formules précédentes. 


IX. 


La formule que nous venons de donner pour corriger les moyens 
mouvements des Tables de Mayer ne peut servir que pour un temps 
limité. Pour en avoir une qui s’étende 4 un temps quelconque, il fau- 
drait connaitre la valeur exacte de e’?; mais cette connaissance sup- 
pose celle des masses des planétes, que nous n’avons point encore. 
Nous savons seulement par la théorie que e”? est formé de deux par- 
ties, ’une constante, que nous désignerons par 4, et l’autre variable, 
que nous nommerons J, ce qui donne 


lays 3n'2ht 3n' 
_ ue iD! Cie Gs frildt. 
an 


2n 2n 


12 


3n'* ht 
Le terme — Se confond avec le moyen mouvement de la Lune; 


! 
: fridt, produit l’équation séculaire de ce mou- 


mais celui-ci, — —- 
2n 


vement. 
La valeur de Z, réduite en série, par rapport aux puissances du 
nombre z de siecles écoulés depuis 1700, est de cette forme 


l=e?®—h+Bi+Ci?+..., 


e étant ici l’excentricité de l’orbite terrestre en 1700; en représen- 
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tant donc par nz le moyen mouvement de la Lune a cette epoque, 
déterminé par les observations de ce siécle, on aura le véritable 
moyen mouvement de la Lune en ajoutant a nt le terme 


L’incertitude qui existe sur les masses des planétes ne nous permet- 
tant pas de déterminer A, on voit que le véritable moyen mouvement 
de la Lune est encore inconnu. 

Sil’on fait usage des formules que M. de la Grange a données dans 
les Mémoires de Berlin pour Vannée 1782, page 272, on aura 


h = 0, 001194442. 


Mais on a 
6? =.6 4000282971, 


partant 
e”? — h = — 0, 000912131, 


dot il est aisé de conclure que le veritable moyen mouvement sécu- 
laire de la Lune est plus petit que le moyen mouvement séculaire 
-actuel, de 3°41’. 

Il résulte encore des formules citées que l’excentricité de l’orbite 
terrestre ne surpasse jamais 0,07641, d’ou il suit que le moyen mou- 
vement séculaire de la Lune ne peut, & aucune époque, étre au-des- 
sous du mouvement séculaire actuel, de 20°oF 

Dans le cas de e’=o0, le moyen mouvement séculaire de la Lune 
serait le plus grand possible; mais il ne surpasserait le mouvement 
séculaire actuel que de 1°8’. Ainsi le moyen mouvement séculaire de 
la Lune est toujours compris entre ces deux limites : 


Le moyen mouvement séculaire actuel, plus 1°8'. 


Le moyen mouvement séculaire actuel, moins 22°97 


On voit que le mouvement séculaire dans ce siecle est plus pres de 
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la premiére limite que de la seconde, parce que l’excentricité de l’or- 
bite terrestre est maintenant peu considérable. 

Ces différents résultats sont, ala vérité, subordonnés a lhypothese 
employée par M. de la Grange sur les masses des planétes; mais ils 
suffisent pour faire voir la grande influence des variations de l’excen- 
tricité de lorbite solaire sur les mouvements de la Lune, influence 
que les siecles dévoileront de plus en plus. 
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MEMOIRE 


SUR LA 


THEORTE DE L’ANNEAU DE SATURNE. 


Mémoires de l’ Académie royale des Sciences de Paris, année 1787; 1789. 


L’anneau de Saturne est un des phénomenes les plus singuliers du 
systeme du monde. Huygens donna le premier la véritable explication 
de ses apparences, en lui supposant la figure d’une couronne circu- 
laire d’une tres mince épaisseur, d’une largeur égale environ au tiers 
du diametre de Saturne, et dont le centre est le méme que celui de 
cette planéte. M. de Cassini observa ensuite que l’anneau, dans sa lar- 
geur, est divisé en deux parties presque égales par une bande obscure 
d’une courbure semblable 4 celle de l’anneau. Enfin, M. Short, avec 
un fort télescope, apercut plusieurs bandes concentriques a sa circon- 
ference. Ces observations ne permettent pas de douter que l’anneau 
de Saturne ne soit formé de plusieurs anneaux situés 4 peu prés dans 
le méme plan; elles donnent lieu de croire que de plus forts téles- 
copes y feront apercevoir un plus grand nombre d’anneaux. 

La théorie de la pesanteur universelle, qui s’accorde si bien avec les 
phénomenes que présentent les mouvements et les figures des corps 
célestes, doit également satisfaire 4 ceux que nous offre l’anneau de 
Saturne; mais jusqu’ici personne n’a entrepris de déterminer sa figure 
d’aprés cette théorie, car l’explication que M. de Maupertuis a donnée 
de la formation des anneaux, dans son discours sur la figure des 
astres, n’étant pas fondée sur la loi de la gravitation mutuelle de 
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toutes les parties de la matitre, mais sur la supposition d’une ten- 
dance des molécules des anneaux vers plusieurs centres d’attraction, 
elle ne doit étre regardée que comme une hypothése ingénieuse, 
propre tout au plus a faire entrevoir la possibilité des anneaux dans 
le cas de la nature. En appliquant a cet objet les recherches que j’ai 
données dans nos Mémoires de 1782 ('), sur les attractions des sphé- 
roides et sur la figure des planetes, je suis parvenu aux résultats sui- 
vants, que je ne présente que comme un essai d’une théorie de l’an- 
neau de Saturne, qui pourra étre perfectionnée lorsque de nouvelles 
observations faites avec de grands télescopes auront fait connaitre le 
nombre et les dimensions des anneaux dont il parait formé. 

Je supposerai, comme les géoméetres l’ont fait dans leurs recherches 
sur la figure des astres, qu’une couche infiniment mince de fluide 
répandue sur la surface de l’anneau y resterait en équilibre, en vertu 
des forces dont elle serait animée. Cette hypothése est la seule admis- 
sible; il est, en effet, contre toute vraisemblance de supposer que 
lanneau ne se soutient autour de Saturne que par adhérence de ses 
molécules, car alors les parties voisines de la planéte, sollicitées par 
action toujours renaissante de la pesanteur, se seraient, a la longue, 
détachées de ’anneau qui, par une dégradation insensible, aurait fini 
par se détruire ainsi que tous les ouvrages de la nature qui n’ont 
point eu les forces suffisantes pour résister 4 l’action des causes 
etrangeres. C’est par les conditions de l’équilibre de ce fluide que 
la figure de l’anneau doit étre déterminée; pour cela, je vais rappeler 
quelques-uns des résultats généraux sur les attractions des sphé- 
roides que j’ai donnés dans les Mémoires cités. 


I. 


bs LA 1? ® , ” ‘ 
Considérons l’attraction d’un sphéroide sur un point quelconque m. 
Solent aw, y, 5 les coordonnées de ce point; soit dM une molécule 
du sphéroide; a’, y’, z’ les coordonnées de cette molécule; si l’on 


(1) Okuvres de Laplace, \. X. 
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nomme p sa densité, p étant une fonction de a’, y’, s’ indépendante 


de x, y et z, on aura 
dM = p dz' dy' dz'. 


L’action de dM sur m, décomposée parallélement & l’axe des x et 


dirigée vers leur origine, sera 


o(a2 — x’) dax' dy' dz' 


Lee eer (a mey Foie zi)? | 
et par conséquent elle sera égale a 


OQ pdx! dy' dz' 
dx Va — a! P+ (y— y+ (s—5')? 


2 


en nommant donc V lintégrale 


7 oda’ dy' dz' i 
J ri a HAY = 97)" eae 


étendue a la masse entiere du sphéroide, on aura — as pour l’action 
entiére du sphéroide sur le point m, décomposée parallelement a l’axe 
des x et dirigée vers leur origine. 

V est la somme des molécules du sphéroide divisées par leurs 
distances respectives au point attiré m; pour avoir l’attraction du 
sphéroide sur ce point parallélement a une droite quelconque, il faut 
donc considérer V comme une fonction de trois coordonnées rectangles 
dont lune soit paralléle a cette droite, et différentier cette fonction 
relativement a cette coordonnée : le coefficient de la différentielle de 
la coordonnée, pris avec un signe contraire, sera la valeur de l’attrac- 
tion du sphéroide décomposée parallélement & la droite donnée et 
dirigée vers l’origine de la coordonnée qui lui est parallele. 

Si lon représente par 6 la fonction 


J 


Vie al (yy PFE 


on aura i 
v= / 69 dx' dy' dz’. 
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L’intégration n’étant relative qu’aux variables 2’, y’, 2’, il est clair 


que l’on aura 


av Vv av ed GAO eee si) 
da Oy + Gp fede iis (ae ” Oy? oe 


sata tee ; 
Mais il est facile de s’assurer, par la différentiation, que l’on a 


6 06 OB 


dx? * dy? © Ox? 


on aura done pareillement 


1 ea0 AN; ORY. ov 
(1) Hise Ox? ay? " Qzg? 


Cette équation, rapportée a d’autres coordonnées, est la base de la 
théorie que j’ai présentée dans nos Mémoures de 1782 sur les attrac- 
tions des spheroides et sur la figure des planétes. 

Lorsque le sphéroide est un solide de révolution, l’équation (1) 
peut se réduire a deux variables. En effet, si l'on suppose 


Pasay ye 
ou, ce qui revient au méme, 
pes Vr = y? 


et que l’on substitue cette valeur de x dans V, il deviendra fonction 
der, y et s; mais, si l’on concoit que l’axe des = est l’axe méme de 
révolution du spheroide, il est clair, par la nature du solide de réyo- 
lution, que la distance r du point attiré a l’axe des z restant la méme, 
ainsi que sa distance yr? + s* 4 Vorigine de z, la valeur de V doit 
rester la méme; V doit done alors étre fonction de r et de = sans y, 


et il ne renferme les variables # et y qu’autant qu’elles sont conte- 
nues dans r. On aura done 


OV oe OV or ee 
0a” or dar 
d’ot l’on tire 
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On aura pareillement 


ON PE OVe ya Y 
Oye ese os, "POF 


L’équation (1) deviendra done 


TOV 0 Ve Oe Ni 


a) TOP Aare. hee 


Si le sphéroide est une sphére ou une couche sphérique qui soit par- 
tout d’une égale épaisseur, l’équation (2) pourra se transformer dans 
une équation aux différences ordinaires entre deux variables, car en 
faisant 


jpeg Vly Si Be, 


ce qui donne 
Bene ee 


et en substituant cette valeur dans V qui, relativement aux sphéroides 
de révolution, est fonction de r et de z, il deviendra fonction de r et 
de r’. Mais, relativement & une sphere ou a une couche sphérique, si 
l’on fixe ’origine des coordonnées 4 son centre, la valeur de V sera la 
méme, quel que soit 7, pourvu que la distance r’ du point attiré au 
centre de la sphere soitla méme; V sera donc alors fonction de 7’ seul, 
et il ne renfermera les variables r et s qu’autant qu’elles sont renfer- 


mées dans 7’; on aura ainsi 


ORY: 2 OV reo ¥ 


oe. 
ri? or’? 


@V rev 2 &V 


7 —-: a 2? 
2 rs or! ™ pi? gr’? 
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En intégrant, on aura 
Ni ase ae H, 
F et H étant deux constantes arbitraires. 
Supposons d’abord le point attiré m extérieur au sphéroide; il est 
clair que, en supposant 7’ infini, V doit devenir nul, ce qui donne 
H —o. Ainsi, relativement aux points extérieurs, l’expression de V se 


réduit & —; mais, dans la supposition de 7’ infini, V est évidemment 
he 


égal a la masse entire du sphéroide, divisée par la distance r’ de son 
centre au point m. En nommant donc M cette masse, on aura F = M, 
et, par conséquent, 

M 


a 


v= 

y 

La différentielle de V, divisée par — 07’, exprime, comme on I’avu, 
attraction du sphéroide dirigée vers l’origine de r’; on aura done 


ae pour cette attraction, d’ot il suit que l’action d’une sphere ou d’une 


couche sphérique sur un point extérieur est égale a sa masse divisée 
par-le carré de la distance de son centre 4 ce point. 

Sile point mest placé dans lintérieur de la couche sphérique, la 
constante F est nulle, parce que V ne devient point infini lorsque 7’ = 0; 
on a donc alors V = F, et par conséquent la différentielle de V prise 
par rapport 4 une droite quelconque est zéro, d’ot il suit qu’un point 
placé dans l’intérieur d’une couche sphérique est également attiré de 
toutes parts. Ces résultats sont bien connus des géoméetres; mais on 
employait, pour y parvenir, deux méthodes différentes, suivant la 
position du point attiré 4 l’extérieur ou dans l’intérieur de la couche 
sphérique, au licu que l’analyse précédente renferme ces deux cas 
dans la méme expression de V, en déterminant convenablement ses 
constantes arbitraires. 


va 


II. 


On peut imaginer l’anneau de Saturne produit par la révolution 
d'une figure fermée telle que Vellipse, mue perpendiculairement a 
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son plan, autour du centre de Saturne, placé sur le prolongement de 
l’axe de cette figure. Nous supposerons que le rayon r est l’axe méme 
de la figure génératrice, prolongé jusqu’a Saturne, et qu’il la partage 
en deux parties égales et semblables; nous supposerons encore que 
axe des z est l’axe de révolution du sphéroide, et que l’origine der 
et de z est au centre de Saturne; enfin, nous supposerons que l’anneau 
aun mouvement de rotation autour de l’axe des z, et que la force cen- 
trifuge due & ce mouvement est g, a une distance de l’axe de rotation 
prise pour unité de distance. 

Cela posé, si ’on nomme p la force avec laquelle l’anneau attire les 
points de la circonférence la plus intérieure; 7 le rayon de cette circon- 
férence, et S la masse de Saturne; la force avec laquelle les points 


de cette circonférence tendent vers le centre de cette planéte sera 
S 


r2 


— p — gr; ainsi, pour qu’ils ne se détachent point de l’anneau sup- 
Paice : : S 
posé fluide, il faut que lon ait p > Pee th, 


Si on nomme pareillement p’ Ja force avec laquelle l’anneau attire 
les points de sa circonférence la plus extérieure, et 7’ le rayon de cette 


: ; S . : 
circonference, gr’ — p’— —, sera la force avec laquelle ils tendent a se 
détacher de l’anneau; ainsi, pour qu’ils soient retenus a sa surface, on 


; : 5 
doit avoir p’ > gr’ — —,- On aura donc 


7 S (7/3 — 73 
p+Spl> a. 


r Tae 


Soient g la pesanteur a la surface de Saturne et R le rayon de son 


) 
globe, on aura g = p> partant 
ic g R2(r3 — 7) 
Po 7! PS pep! 


La masse de l’anneau est considérablement moindre que celle de 
Saturne; d’ailleurs, une sphére doit plus fortement agir sur un corps 
placé & sa surface qu’un solide de méme masse tres aplati. En vertu 
de ces deux considérations, g est beaucoup plus grand que p et p’, dot 

OEuvres de L. — XI. 36 
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igs aon 5 ees ave , . = ee teks 

il suit que tl Cha asthe doit étre un tres petit coefficient, ce qui sup- 
LAT 

pose que r différe tres peu de 7’. Or cela n’aurait point lieu relative- 

ment 2 lV’anneau de Saturne s’il formait une masse continue, car les 


observations donnent r= 2R et r’ = =R, d’ot l’on tire 
2 +3 
—-—, — = 0, 228805, 


quantilé beaucoup trop grande pour pouvoir étre admise; ainsi, quand 
méme les observations ne nous auraient pas fait connaitre la division 
de l’anneau de Saturne dans plusieurs anneaux concentriques, la 
théorie de la pesanteur eut suffi pour nous en convaincre. Nous con- 
sidérerons par conséquent cet anneau comme étant formé de plusieurs 
anneaux d’une largeur peu considérable relativement a leurs distances 
au centre de Saturne, et, d’apres cette hypothese, nous allons déter- 
miner leur figure. 


ie 


Reprenons l’équation (2) de l’article II. Dans le cas d’un sphéroide 
tres aplati, = est tres petit relativement a7; de plus, si l’on suppose la 
figure génératrice divisée en deux parties égales et semblables par 
le rayon r, la valeur de V est la méme pour deux points semblable- 
ment placés au-dessus et au-dessous du plan des a et des y; elle ne 
change done point par le signe de z, d’ot il suit qu’elle est fonction 
de r et de s?. En la réduisant en série par rapport aux puissances 
des, et en négligeant les quatriémes puissances de cette variable, on 
aura 

V=A+B2?, 
A et B etant des fonctions de r. Si l’on substitue cette valeur dans 


léquation (2) de V’article I, la comparaison des termes indépendants 
de z donnera 
Dif vad ke 
eee 
D hedyr (: dr ) 
partant 


. Zak al dA’ 
Vesyk = . : 
ar ar ( dr ) 
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Telle est l’expression générale de V relative aux sphéroides tres 
aplatis. Pour l’appliquer aux anneaux, il faut supposer leur largeur 
fort considérable relativement a leur épaisseur, car en nommant / la 
valeur moyenne de r, V sera fonction de / — ret de <; ainsi, pour que 
A + Bz? soit la valeur approchée de V, il est nécessaire que z soit fort 
petit par rapport a/—r. Cela posé, gr étant la force centrifuge du 
mouvement de rotation du point m, 4 gr? sera l’intégrale du produit de 


cette force par l’élément de sa direction; siesE est la somme de 
rie 
toutes les molécules de Saturne, divisées par leurs distances respec- 
tives au point m; cette somme est l’intégrale du produit des forces 
attractives de ces molécules par les éléments de leurs directions, parce 
que, relativement a chaque molécule, cette intégrale est la molécule 
méme divisée par sa distance au point attiré. V est pareillement l’in- 
tégrale du produit des forces attractives des molécules de l’anneau 
par les éléments de leurs directions. Maintenant, si le point attiré m 
est a la surface de l’anneau, la condition de l’équilibre exige que l’in- 
tégrale de la somme de toutes les forces dont ce point est animé, mul- 
tipliées par les éléments de leurs directions, soit égale & une constante ; 


on aura done 


= étant suppose tres petit par rapport a7, on a 


NS) a eel 
eats Cle . Sara? 
Vre+s 


l’équation précédente deviendra donc, en y substituant pour V sa 


oe 


valeur approchée, 
all ce i=) d {(_dA 
= = (i leroy pe 1 VSS eS A 
po arial vane E +P (; in) | 


Soit 7 = /— u, u étant tres petit par rapport a /, et nommons Q ce que 
devient A lorsqu’on y change r dans /; on aura, en rejetant les puis- 
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sances de u supéricures au carré, 


Ss S dQ 
const. =Q+4gP?+ re a: (st— nae i) 


A 2 1240 27s ay 740 
+fut(s Lae me) -Sletal! dl } | 


Si l’on détermine 7 de maniére que le coefficient de w soit nul, on 


aura 


et si l’on fait, pour abréger, 


- 


I ” 
36 


’équation précédente entre u et s deviendra 
GU? (B= a) a =. kt, 


é étant une constante. C’est l’équation de la figure génératrice de |’an- 
neau, et il en résulte que, dans les suppositions précédentes, cette 
figure est une ellipse fort aplatie. Ce résultat nous conduit & examiner 
plus particulierement les anneaux formés par la révolution d’une 
ellipse mue perpendiculairement a son plan, autour du centre de 


Saturne, placé sur le prolongement de son axe. 


Vi 


L’anneau étant supposé d’une tres petite largeur, relativement a sa 
distance au centre de Saturne, son attraction sur un point quel- 
conque m de sa surface est a fort peu prés égale a celle qu’exercerait, 
sur un point semblablement placé & son équateur, un ellipsoide dont 
le grand axe serait infini et dont l’équateur serait égal  l’ellipse géné- 
ratrice de l’anneau. En effet, sil’on concoit que l’ellipsoide et l’anneau 
se pénétrent de maniére que la section génératrice passant par le 
point m et ’équateur de l’ellipsoide se confondent, il est visible que 
ees deux solides se confondront sensiblement jusqu’a une distance 
d’autant plus considérable que l’anneau sera plus éloigné de Saturne, 
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en sorte qu’aux points oti leur séparation commencera a étre sensible 
l’attraction qu’exercent sur le point m leurs parties situées a cette 
distance et au dela sera assez petite pour étre négligée. On peut d’ail- 
leurs s’assurer facilement de l’égalité approchée des attractions de ces 
deux solides sur le point m, en cherchant directement ces attractions 
par les méthodes connues. 

Pour déterminer maintenant l’attraction de l’ellipsoide, nous obser- 
verons que son équation, rapportée a trois coordonnées rectangles 
u, ¥, = paralléles & ses trois axes et qui ont leur origine a son centre, 


est 
~2 


witty? 4+ nz? k?, 


vet n étant positifs. Si l’on suppose que l’axe des w soit sur le rayon 
mené du centre de Saturne a celui de l’ellipse génératrice de l’an- 
neau, ellipse qui forme l’équateur de l’ellipsoide, & sera le demi grand 
axe de l’ellipse, et par conséquent la demi-largeur de l’anneau; si l’on 


suppose ensuite que l’axe des z soit dans le plan de cette ellipse, = 
sera son demi petit axe, et par conséquent la demi-épaisseur de l’an- 
neau; et il est clair que, sil’axe des y est infini, z doit étre infiniment 
petit ou nul. 

Soient B et C les attractions du sphéroide elliptique, parallélement 
aux axes des uw et des z, sur le point m placé a son équateur, et déter- 
miné par les coordonnées wu et zs, ces attractions étant dirigées vers 
Vorigine des coordonnées; on aura, en prenant la densité de l’ellip- 


soide pour unité des densités, 


anu Gide 
b= = me 7? 
Vin fo oe I—n_,\? 
i+ ——? t= =" 
Ll Te 
AgZ =p dt 


C Vin i 3 
pee t= 10 2 
(+ ee ms 2) (1+ ——— 2) 
l ) n 


x étant le rapport de la demi-circonférence au rayon, et les intégrales 


étant prises depuis ¢=o0 jusqu’a ¢=1 [voir sur cela nos Mémoires pour 


) 


a 


Vannée 1782, page 121 (')]. Dans la supposition de z nul, on trouvera, 
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en faisant ¥z =A, 
4nu (Sed ATA, 


Tk 


ces quantités seront donc les attractions de l’anneau sur le point m, 
parallélement aux axes des wu et des s. En multipliant ces attractions 
respectivement par les éléments — du et — dz de leurs directions, en 
ajoutant ensuite les intégrales de ces produits, on aura 


= i 
je 7h 


(u?-+ )s5?) + const. 


pour l’intégrale du produit des forces attractives de l’anneau, multi- 
pliées par les éléments de leurs directions, sur un point placé a sa sur- 
face; il faut donc substituer cette quantité au lieu de V dans l’équation 


5 


\/r? + 3? 


trouvée dans l'article précédent. Si l’on suppose, de plus, dans cette 
équation, 7=/— u, on aura, en négligeant les puissances et les pro- 


const.— ter?+ V4 


duits de wv et de z de plus de deux dimensions, 


eles S 27 S I : 2A Ss 
const. =(gl— 2) w+ (25, —F—Le)u a= (Se + aR) 


c’est equation de l’ellipse génératrice. 
Si, dans P’équation de l’ellipsoide 


2 


UPL y* ae Ke 


on suppose y = 0, on aura encore, pour l’équation de l’ellipse géné- 


ratrice, 
u? + \2.22— k?, 


En la comparant avee la précédente, on aura les deux suivantes 


Ah ‘S) 
mh ig Pere aA 
<a ce Casi 38 

ey Oia 


(1) OEueres de Laplace, T. X, p. 349. 
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a 


La premiere de ces équations détermine le mouvement de rotation de 
Vanneau, et la seconde détermine l’ellipticité de sa section généra- 
trice. 


Vi 


SS) 


Sa lon) faite = at 


» la seconde des équations précédentes don- 


& 


nera 
nae BA == 1) } 
(A121) (S.A? -6 YF)? 


d’ot lon voit d’abord que A est plus grand que l’unité, puisque e est 
nécessairement positif. L’axe de l’ellipse génératrice dirigé vers Sa- 
turne est égal a 24, et il mesure la largeur de l’anneau; le second axe, 
2k 
A 
Vanneau; cette épaisseur est donc moindre que la largeur. 


qui lui est perpendiculaire, est égal a —, et il mesure l’épaisseur de 


On voit ensuite que e est nul lorsque A =1 et lorsque A=, d’oti 
il suit qu’a la méme valeur de e répondent deux valeurs differentes 
de A; mais on peut choisir la plus grande qui donne toujours un 
anneau plus aplati. La valeur de e est susceptible d’un maximum qui 
répond a fort peu pres & A = 2,6; dans ce cas, e=0,0543 : cette 
valeur est done la plus grande dont e soit susceptible. Il en résulte 
que la densité moyenne de Saturne ne surpasse pas celle des anneaux 
voisins de sa surface. En effet, si l’on nomme R le rayon du globe de 
Saturne, et p sa moyenne densité, celle de l’anneau étant prise pour 
unité, on aura 


S=70R', 
partant 
R3 
Ca ea U 


La distance de Saturne aux points de son anneau les plus voisins de 
sa surface est, suivant les observations, égale 4 ;R, et la largeur de la 
partie intérieure de l’anneau n’excéde pas ;R; ainsi, relativement aux 
anneaux les plus voisins de’Saturne, / ne surpasse pas “+R. En don- 
nant a J cette valeur et a e sa valeur dans le cas du maximum, on 
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trouve p = 1,0038; c’est l’expression de la densité de Saturne dans le 
cas extréme, et il en résulte que, selon toute apparence, la densité 
des anneaux les plus proches de Saturne surpasse celle de cette pla- 
nete, 

Supposons que la largeur de la partie intérieure de l’anneau ne soit 
que le quart du rayon de Saturne, ce qui peut étre admis sans faire 
violence aux observations; / sera relativement & cet anneau intérieur 
égal & 42R. Le demi grand axe de l’ellipse génératrice sera ;R, et par 


; é ; l : ; 
conséquent il sera moindre que 7g? © qui suffit pour l’exactitude des 


approximations précédentes. Supposons ensuite A=10, l’épaisseur de 
’'anneau sera 4 du diamétre de Saturne, ce qui peut encore étre 
admis. Dans ces suppositions, la densité de l’anneau intérieur serait & 
celle de Saturne comme 213 est & 100; sa masse serait environ <. de 
celle de cette planete, ce qui n’offre rien d’impossible. Au reste, des 
observations faites avec de tres forts télescopes nous donneront de 
nouvelles lumieres sur cet objet; elles feront peut étre apercevoir plu- 
sieurs anneaux concentriques dans la partie intérieure de l’anneau de 
Saturne, qui nous a paru jusqu’ici former une masse continue. En la 
supposant formée de deux anneaux d’égale largeur et d’une épaisseur 
égale & =, du diamétre de Saturne, les approximations précédentes 
seraient plus exactes, la densité de chaque anneau se rapprocherait 
davantage de celle de Saturne, et la somme de leurs masses serait plus 
petite. Quant a la partie extérieure de l’anneau, comme elle parait 
formée de plusieurs anneaux concentriques, on peut satisfaire A ses 
apparences d’une infinité de manieres, 

ll est facile de déterminer la durée de la rotation de chaque anneau, 
d’aprés la distance 7du centre de sa section génératrice au centre de 
Saturne, car la force centrifuge g due & son mouvement de rotation 


, , 25 ws ; ; 
étant égale a => il est clair que ce mouvement est le méme que celui 


d’un satellite placé a la distance 7 du centre de Saturne; on peut en 
conclure que la durée de la rotation de la partie intérieure de l’anneau 
est environ dix heures. 
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VIl. 


La théorie précédente subsisterait encore dans le cas ot l’ellipse 
génératrice varierait de grandeur et de position dans toute l’étendue 
de la circonférence génératrice de l’anneau; il suffit qu’a chaque 
point on puisse confondre l’attraction de l’anneau avec celle d’un 
ellipsoide dont le grand axe serait infini, et dont l’équateur serait le 
méme que la section génératrice qui passe par le point donné. L’an- 
neau peut donc étre supposé d’une largeur inégale dans ses différentes 
parties; on peut méme lui supposer une double courbure, pourvu que 
toutes ces variations de grandeur et de position ne soient sensibles 
qua des distances d’un point quelconque donné, beaucoup plus 
grandes que le diamétre de la section génératrice passant par ce 
point. Ces inégalités sont indiquées par les apparitions et les dispari- 
tions de l’anneau de Saturne, dans lesquelles les deux bras de I’an- 
neau ont présenté des phénomenes différents. J’ajoute que ces inéga- 
lités sont nécessaires pour maintenir l’anneau en équilibre autour de 
Saturne, car, s'il était parfaitement semblable dans toutes ses parties, 
son équilibre serait troublé par la force la plus léegere, telle que l’at- 
traction d’un satellite, et l’anneau finirait par se précipiter sur la sur- 
face de Saturne. 

Pour le faire voir, imaginons que l’anneau soit une ligne circulaire 
dont r soit le rayon, et dont le centre soit & la distance z du centre de 
cette planete; il est clair que la résultante de l’attraction de Saturne 
sur cette circonférence sera dirigée suivant la droite z, qui joint les 
deux centres. Si l'on nomme o I’angle que forme le rayon r de l’an- 


neau avec le prolongement de <z, 


Srdo(z+ rcosw) 


3 
(7? + 273 COSW + 27)? 
sera l’attraction de Saturne sur l’élément rdo de l’anneau, décom- 
posée parallélement a z; d’ou il suit que l’attraction de cette planete 
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290 MEMOIRE SUR LA THEORIE 


sur la circonférence entiére de l’anneau sera 


do(z+rcoss) 
Sr ae 
(7? + 273 COS@-+ 37)? 
V'intégrale étant prise depuis o=o0 jusqu’a «= 27. Nommons A cette 


attraction; le centre de l’anneau sera donc mt comme si, toute sa 
masse étant réunie a ce point, il était sollicité par la force A dirigée 


vers le centre de Saturne. 
On peut mettre l’expression de A sous la forme suivante 


7) S do 


7 (r?-+ arzcosw + 3?) 


A= 


4"? 
2 


la différentielle étant prise relativement a z. Si l’on introduit au lieu 
de cosa sa valeur en exponentielles imaginaires, et que l’on désigne 
par c le nombre dont le logarithme hyperbolique est l’unité, on aura 


I I 


il ps L 4? 
2 2 2 


rors COS 4-5" )* eee P cal 
) rt 5 env=i) (1+ fama) 
; 


soit 
I Zz — 2 dk 
; Saree cay a aaa ae ee 
iP r? 


Va —_— 2 
(1+ = ony) 
- 


I 


on aura 
as SE Re Ss al eats a earn Se 


Te 


z NG) 
(1+ Ze-ev>) 
r 


a or an : 
Si lon multiplie ces deux séries l’une par l’autre et que l’on intégre 
leur produit multiplié par do, depuis o = 0 jusqu’a w = 27, on aura, 
en observant que 

[ado ctiay—1—6, 


lorsque z est un nombre entier, 


daw 27 52 zt 
Lay ne Bac Ae teria ke 
(7?-+ 273 COs@ + 22)? u fh 
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d’ot l’on tire 


4nSz Z? 
Aae2- (#+aarS+...), 
ip r 


Cette quantité est négative, quel que soit z; ainsi le centre de Saturne 
repousse celui de l’anneau, et quel que soit le mouvement relatif de 
ce second centre autour du premier, la courbe qu'il décrit par ce 
mouvement est convexe vers Saturne : le centre de l’anneau doit done 
finir par s’éloigner de plus en plus de celui de la planéte, jusqu’a ce 
que sa circonférence vienne en toucher la surface. 

Un anneau parfaitement semblable dans toutes ses parties serait 
composé d’une infinité de circonférences pareilles a celle que nous 
venons de considérer; le centre de l’anneau serait donc repoussé par 
celui de Saturne, pour peu que ces deux centres cessassent de coin- 
cider, et, dans ce cas, l’anneau finirait par se joindre a Saturne. 

Les différents anneaux qui entourent le globe de Saturne sont, par 
consequent, des solides irréguliers d’une largeur inégale dans les 
divers points de leur circonférence, en sorte que leurs centres de 
gravité ne coincident point avec leurs centres de figure. Ces centres 
de gravité peuvent étre considérés comme autant de satellites qui se 
meuvent autour du centre de Saturne 4 des distances dépendantes de 
Vinégalité des parties de chaque anneau et avec des vitesses de rota- 
tion égales a celles de. leurs anneaux respectifs. 


Vath: 


Dans la recherche de la figure des anneaux, nous avons fait abstrac- 
tion de leur action mutuelle, ce qui suppose l’intervalle qui les sépare 
assez grand pour que cette action n’ait pas une influence sensible sur 
leur figure. Il serait facile cependant d’y avoir égard, et l’on peut s’as- 
surer aisément que la figure génératrice de chaque anneau serait 
encore elliptique si les anneaux étaient fort aplatis; mais, la stabi- 
lité de leur équilibre exigeant que leur figure soit fort irréguliére, 
et ces anneaux doués de divers mouvements de rotation changeant 
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sans cesse leur position respective, leur action réciproque doit étre 
extrémement variable et elle ne doit point entrer en considération 
dans la recherche de leur figure permanente. 

On concoit que ces anneaux, sollicités par leur action mutuelle, par 
celle du Soleil et des satellites de Saturne, doivent osciller autour du 
centre de cette planete, et l’on pourrait croire que, obéissant a des 
forces différentes pour chacun d’eux, ils doivent cesser d’étre dans 
un méme plan. Mais, si l’on suppose que Saturne a un mouvement de 
rotation et que le plan de son équateur soit le méme que celui de ses 
anneaux et de ses quatre premiers satellites, son action pourra tou- 
jours maintenir dans ce plan le systeme de ces différents corps; l’ac- 
tion du Soleil et du cinquiéme satellite ne fera que changer la position 
du plan de l’équateur de Saturne qui, dans ce mouvement, entrainera 
les anneaux et les orbes des quatre premiers satellites. I] serait trop 
long de démontrer ici ce résultat de la pesanteur universelle; je me 
contenterai d’observer que, selon toute apparence, les suppositions 
précédentes sont dans la nature et que c’est par un mécanisme sem- 
blable que les nceuds des satellites de Jupiter s’éloignent peu des 
neeuds de son équateur, et que l’orbite du premier satellite est con- 
stamment dans le plan de cet équateur. 
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MEMOIRE 


SUR 


LES VARIATIONS SECULAIRES 


DES 


ORBITES DES PLANETES. 


Mémoires de ’ Académie royale des Sciences de Paris, année 1787; 1789. 


Les éléments des orbites des planetes éprouvent, en vertu de I’ac- 
tion mutuelle de ces corps, des variations qui, en se développant avec 
une extréme lenteur, deviennent, par la suite des temps, trés considé- 
rables. Déja les observations les ont fait connaitre; mais elles n’ont pu 
encore en fixer la valeur, parce que les observations anciennes sont 
trop imparfaites et les observations faites avec précision ne remontent 
guére au dela d’un siecle. La théorie de la pesanteur a répandu un 
grand jour sur cet objet important du systeme du monde; elle nous a 
fait connaitre la cause et les lois de ces variations, et maintenant elle 
ne laisse plus a désirer qu’une détermination exacte des masses des 
planétes qui n’ont point de satellites. C’est une connaissance que l’on 
ne peut attendre que du temps qui, en rendant trés sensibles les varia- 
tions séculaires des orbites, fournira les données les plus précises 
pour y parvenir. Alors on pourra remonter par la pensée aux chan- 
gements successifs qu’a éprouvés le systeme solaire et prévoir tous 
ceux que la suite des siecles doit présenter aux observateurs. Mais, ne 
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pouvant jouir de ces avantages réservés a la postérité, nous devons au 
moins tirer de l’analyse tous les résultats qu’elle peut nous offrir dans 
l’état actuel de nos connaissances. I] en est deux fort intéressants sur 
les variations séculaires des orbites et qui sont indépendants des 
masses des planetes : l’un est l’uniformité des moyens mouvements 
célestes, l'autre est la stabilité du systeme planétaire. Je suis parvenu 
autrefois, par approximation, au premier de ces résultats que M. de 
la Grange a depuis démontré en rigueur. Les inégalités des moyens 
mouvements de Jupiter et de Saturne y semblaient contraires, mais, 
ayant découvert la cause de ces inégalités, j’ai vu que, loin d’infirmer 
ce résultat, elles le confirment de la maniére la plus frappante et 
qu’elles présentent en méme temps une des plus fortes preuves du 
principe de la pesanteur universelle. 

Quant a la stabilité du systeme planétaire, j’al prouvé dans nos 
Mémoires pour l'année 1784 (') que par cela seul que les planetes se 
meuvent toutes dans le méme sens et dans des orbites presque cir- 
culaires et peu inclinées les unes aux autres, les excentricités et les 
inclinaisons de ces orbites sont toujours renfermées dans d’étroites 
limites, et qu’ainsi le systeéme du monde ne fait qu’osciller autour 
d’un état moyen dont il ne s’écarte jamais que d’une trés petite quan- 
tité. Comme ce résultat est d'une grande importance dans |’Astro- 
nomie physique, je vais le reprendre ici et le développer avec plus 
d’étendue que je ne l’ai fait dans les Mémozres cités, 


IT. 


Soient m), 7,, mz, ... les masses des planetes, celle du Soleil étant 
prise pour unité; solent nyt, m,¢, nyt, ... leurs moyens mouvements, 
le temps étant représenté par ¢; soient encore ay, a,, dy, ... leurs 
moyennes distances au Soleil; e), €,, e., ... les rapports des excen- 
tricités de leurs orbites & leurs demi STands AXCS s wen Ga, a. les 
longitudes de leurs aphélies; 4, 9,, 9,, ... les tangentes des inclinai- 


(1) Foir, plus haut, p. 49 et suivantes. 
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sons de leurs orbites sur un plan fixe qui leur soit peu incliné; [,, I,, 


I,, ... les longitudes de leurs nceuds ascendants sur ce plan. Soient 


€o sin Wo — Po 


(ay sin Wy =P» 


95 sin I, — li 


Gp Siiviy <= lez 


€) COSW) = Joy 


ay COSB, = P15 


4 cosl, = 4h, 


OOM =e 


Supposons ensuite qu’en développant la fonction 


ah 
(a? — 2a;a,cosV +a?) *, 


suivant les cosinus de l’angle V et de ses multiples, les deux premiers 
termes de la série soient 

(ai, ay) “ia (ai, ay)1 cosV, 
tet r étant deux nombres entiers positifs, différents l’un de l’autre et 


susceptibles de toutes les valeurs depuis zéro jusqu’au nombre des 
planetes, que nous désignerons par 7. Enfin soit 


My Tr; 
4 


Mm)» i; 


a; Gp ( Bir Gy (2, Cs 


a;[(a?7 + a?) ( @; &y)4— 3a; ay (Qi; a,)| = ° 


Ces deux fonctions (7,7) et [z, r] sont telles que l'on a 


[ m,Va; (GF) to: a, CAO 
(A) | 


m;Va; iy Ie | ==07 Va,[7, ¢] ‘ 
En effet, il est visible que 


(aij, ay) = (ay, a;) 
et 
(i, Ap)1 = (Ap Qi), 


d’ot il suit que ona 


(1, PY (7, ©) mi, 7 | 


> 
aj Nn; OF Or azn; Broil 


OEuvres de L. — XI. 38 
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mais on a, lorsque les planétes tournent dans le méme sens, 


i 
UV ees at = 


I 
: are 
las Vas 


en substituant ces valeurs de n; et de n, dans les équations précé- 
dentes, on formera les équations (A). Si les deux planétes m; et m, 
tournent dans des sens contraires, 7, sera d’un signe contraire a 7;; 
mais les équations (A) subsisteront toujours, pourvu que l’on donne 
aux radicaux Va; et Va, les signes de 7; et de n,. Cela posé, les quan- 
tites Por Joo Pis Gi» --- Seront déterminées par les équations différen- 
tielles 


= 935 —24[7, 
as =— p; X(i,r) +Zp,[i 7]. 


(B) 


IS 


La caractéristique & des intégrales finies se rapporte a la variable r, 
et ces intégrales doivent étre prises depuis r = 0 jusqu’a r=n—1; 
mais, comme z doit étre différent de 7, il faut rejeter des intégrales les 
termes dans lesquels :=r, ce qui revient & supposer (7, 7) =0, 
[Ei ]=o. 


On déterminera pareillement les quantités 
Nyy boy My Uy, 


au moyen des équations differentielles 


dh; . y 
(C) Fem GE) + ED 7), 
1 Gla Risen SSRI ees 
di %a(l,r) — 2l,(i, 7), 


équations qui rentrent évidemment dans les équations (B), en chan- 


geant dans celles-ci | 7, r | dans (, r). [ Voir, pour la démonstration de 
ces différentes équations, nos Mémoires pour Vannée 1772 (').] 


(‘) Okuvres de Laplace, T. VI, p. 462. 
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Il. 


Les équations (B) et (C) présentent des rapports tres remarquables 
que nous allons développer. Si l’on multiplie la premiére des équa- 
tions (B) par p,, et qu’on l’ajoute & la seconde multipliée par g;, on 


aura 
dp; d i zy 
Pie SE SG Pr pig) [BT] - 


En multipliant les deux membres de cette équation par m,; Va; et en 
les intégrant par rapport au nombre variable z, on aura 


TCE — 
Lima; (vif + Gi i) = 229i pr— pigr) MV G(s 7], 


y’ étant la caractéristique des intégrales finies relatives & 7. Si l’on 
prend ces intégrales depuis = 0 jusqu’a 1 =n —1, dans la somme 
des termes que renferme le second membre de cette équation, un 
terme quelconque 


(9QiPr— PiGr)™; Va; [a7] Z 
sera détruit par le terme 
(9p Pi— PrVi) MrVa, PAST 


qui, affecté d’un signe contraire, lui est égal en vertu de la seconde 
des équations (A) de l’article précédent. Ce second membre se réduira 
donc a zéro, ce qui donne 


\ — dp; dq; 
/ J 3 A 1 : = 
2/m,; Va; (». ai + Ji i) =e, 


et, en intégrant par rapport au temps ¢, 
2! m;\/a;(p?+ 9?) =const., 
ou, a cause de e7= p;+ q;, 


2'm; Va; ef == Const; 
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équations dans lesquelles on doit observer de donner au radical Va; 
le méme signe qu’a 7,. 
Les équations (C) de l’article précédent donneront, par la méme 
analyse, 
»!m;\a;(h}-+ 1?) = const. 


ou 
>!/m; Va; 6? = const. 


Les équations (C) offrent encore les rapports suivants : si l’on mul- 
tiplie la premicre par m; Va; et qu’on l’integre relativement a z, on 


aura 


“i =PE(1,— bm Va,(i, r). 


» m,Va; ; 


Dans la double intégrale du second membre de cette équation, un 
terme quelconque (/,— 4;)m,;Va;(i, r) est détruit par le terme 
CRIP ry air, tv), qui, avec un signe contraire, lui est égal, en 
vertu de l’équation 
m;Va; (i, r)=m,Va,(r, i); 
on aura donc 
Emi Va, =e 


et, en intégrant par rapport a Z, on aura 
»! m, Va; h;= const. 


On aura pareillement 
»'m;Va;l;= const. 

Je suis parvenu a ces différentes équations dans nos Mémoires de 
1784 ('), en les déduisant d’équations plus générales, que le principe 
des aires donne entre les grands axes, les excentricités et les incli- 
naisons des orbites, et qui sont indépendantes de la petitesse des ex- 
centricités et des inclinaisons. J’ai cru que l’on verrait avec plaisir 
ces mémes équations résulter directement des équations différen- 
tielles qui déterminent les variations séculaires des orbites. 


(*‘) Four plus haut, p. gt et 93. 
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es 9 \ . , . e 
S’il n’y a que deux planetes m, et m,, les trois équations relatives 
aux noeuds et aux inclinaisons des orbites deviendront 


bonst.== 7m, a,(hese lt) my, Ve, (h? 4.2), 
CONST. == 112, \dghy —— Tey aah, 


CONS, 710, / @ ja my ale 


En carrant les deux dernieres équations et en retranchant de leur 
somme la premiere, multipliée par le facteur 


cal Amerie 


qui est constant, puisque les demi grands axes a, et a, sont inya- 
riables, on aura 


Const, == 21a, Ga (hy — fy 2 GPL 


Tl est facile de s’assurer, par la Trigonométrie sphérique, que le 
cosinus de l’inclinaison respective des deux orbites est 


It hehy tlh 


Si lon néglige les produits de quatre dimensions de fy, A,, 4,, /,, ce 


cosinus devient 
| ME me yy eh 2 ey I 


En retranchant son carré de l’unité, on trouvera le carré du sinus de 
l’inclinaison respective des orbites égal 4 (A, — h,)?+ (4,—],)?. 
Cette quantité est constante par ce qui précede; ainsi, en vertu de 
action mutuelle des deux planétes, l’inclinaison respective de leurs 
-orbites reste toujours la méme. 

Ce théoreme a généralement lieu pour deux orbites circulaires, 
quelle que soit leur inclinaison respective; pour le faire voir, je 
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reprends les trois équations 


m, Vao(i—e?) MiVant ey 
const. —— ee + —— ? 
1+ V1 + 63 
my he ao (1 — e2) mh, Va, (1 — e?) 
const, = os — 
V1-+ @2 Vig? 
Mis lg a (4 12) _ mt Va, — e?) 
const. = = a = ) 
i+ 62 Vi-+ @ 


que j’ai trouvées dans les Mémozres cités de 1784 (') et qui ont lieu, 
quelles que soient les excentricités et les inclinaisons des orbites. Si 
l’on ajoute ensemble les carrés des seconds membres de ces équations, 
on aura 


const. = m3 a) (1— e7) + mia, (1— e7) 


r+hyh,+ Gb, . 
Vin Gyre oF 


+ 2mm, Va (i — &)Va (1 5) 


mais a, eta, sont invariables, et dans la supposition des orbites circu- 
laires e, ete, sont nuls; on aura donc, dans ce cas, 


I+ hh, + bh, 
VI+ V1 + OF 


= const., 


et, comme le premier membre de cette équation est le cosinus de I’in- 
clinaison respective des deux orbites, il en résulte que cette incli- 
naison est constante. 


IV. 
Reprenons maintenant les équations (B) de larticle I. Si lon y 
suppose successivement t= 0, t=1, i= 2, ..., =n —1; on aura 
an équations différentielles linéaires du premier ordre, dont les inté- 


grales doivent par conséquent renfermer 27 constantes arbitraires. 
Supposons 
Pi= M;sin(ft+ 6), gi= M; cos( ft + 6). 


Fn substituant ces valeurs dans les équations (B), on aura 
J Mi= M;2(i, r) — =M, [2 me 


(") Voir plus haut, p. 69 et 70. 
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Au moyen des z équations que l’on formera par les suppositions de 
t=0,t=1, ..., 7=n—1, on pourra éliminer les constantes M,, 
M,, ..., et l’on aura une équation en f, du degré 7; de plus, toutes 
les constantes M,, M,, ... seront données au moyen de l’une d’elles, 
telle que M,, qui restera arbitraire. 

Soient f/, f’, ... les m racines de Péquation en /, on aura, par ta 
théorie connue des équations différentielles linéaires, 


Pi= M;sin( ft + 6) + N;sin( f’t+6')+..., 


gi—M;cos(ft+ 6) + N;cos(f’é+ 6’) +.... 


Ces valeurs de p; et de g; seront complétes, puisqu’elles renferme- 
ront les 27 arbitraires My; Nysuth «0:65 Orauererese 

Maintenant, si les racines /, /’, ... sont réelles et inégales, les 
valeurs de p; et de g; resteront toujours fort petites, et, comme on a 


Cpa 4497; 


les excentricités des orbites seront toujours peu considérables. Mais 
il n’en est pas de méme si quelques-unes de ces racines sont égales 
ou imaginaires, car alors les sinus et les cosinus se changent en arcs 
de cercle ou en exponentielles. Les excentricités des orbites cesseront 
donc, aprés un long intervalle de temps, d’étre fort petites, ce qui, en 
changeant la constitution du systeme solaire, détruirait sa stabilite. 
Par conséquent, il importe de s’assurer que les valeurs de fne peuvent 
étre ni égales ni imaginaires. Cette recherche parait supposer la con- 
naissance des masses des planetes qui entrent dans les coefficients de 
l’équation en /; mais il est tres remarquable que, quelles que soient 
ces masses, pourvu qu’elles se meuvent toutes dans le méme sens, 
léquation en fne peut avoir que des racines réelles et inégales. 

Pour le démontrer de la maniére la plus générale, nous observe- 
rons que, dans le cas des racines imaginaires, la valeur de p; contient 
des termes de la forme c%‘P;, c étant le nombre dont le logarithme 
hyperbolique est l’unité et P; étant une quantité réelle, puisque p, qui 
est égal & e; sina; est nécessairement réel. La valeur de g; renferme 
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un terme correspondant de la forme c*’Q,, Q, étant encore une quan- 
See ear] : 2 2 2 
tité réelle; la fonction p?+ 9? renfermera done le terme c?8’(P;+-Q;), 


et par conséquent le premier membre de l’équation 


ym; Va;( p? + 7?) = const. 


renfermera le terme 
pay m;Va;(P?+ Q? cre". 


Si l’on suppose que l’exponentielle c% soit la plus grande de toutes 
celles que renferment les valeurs de p; et de q,, il est clair que le 
terme précédent ne peut étre détruit par aucun autre dans le premier 
membre de cette équation, d’ou il suit que ce membre ne peut se 


réduire a une constante, 4 moins que l’on n’ait 
2: V'ai(P? + Q?) = 03 


or cela est impossible lorsque les quantités m, Va), m,Va,, ... sont 
toutes de méme signe ou, ce qui revient au méme, lorsque toutes les 
planétes tournent dans le méme sens; les valeurs de p; et de qg; ne 
peuvent donc point renfermer d’exponentielles, et l’équation en f ne 
peut avoir que des racines réelles dans le cas de la nature. 

Voyons présentement si cette équation peut renfermer des racines 
égales. Dans ce cas, la valeur de p; contient des termes de la forme ¢ P,, 
g étant un nombre entier positif et P; étant une quantité réelle. 
La valeur de g; contient un terme correspondant de la forme 7Q,, 
Q, étant encore une quantité réelle; la fonction p?-+g? renfermera 
donc le terme 778 (P?+ Q;), et par conséquent le premier membre de 
’équation 

2! iva; (p} + g?) = const. 
renfermera le terme 
2im,\/a; 08 (P?+ Qi). 


Si l’on suppose que é soit la plus haute puissance de ¢ qui se trouve 
dans les valeurs de p; et de q;, le terme précédent ne pourra étre 
détruit par aucun autre dans le premier membre de cette équation; 


DES ORBITES DES PLANETES. 305 
ainsi, pour que ce membre soit égal 4 une constante, il faut que 


Von ait 
2d m,;\a;(P?+ Q?) =0, 


ce qui est impossible lorsque les planétes tournent dans le méme sens; 
g doit done étre nul et l’équation en fne peut avoir que des racines 
réelles et inégales. Les valeurs de p; et de g; ne renferment done que 
des quantités périodiques qui sont assujetties & l’équation 


>! m;Va;(p?+ 9g?) = const., 


en sorte que, dans le premier membre de cette équation, les coeffi- 
cients des mémes cosinus doivent se détruire mutuellement. 

Ce que nous venons de dire sur les équations (B) s’applique égale- 
ment aux équations (C); les valeurs de 4; et de /; ne renferment que 
des quantités périodiques assujetties a l’équation 


2'm;\/a;(h?-+ 1?) = const. 
Ces quantités sont encore assujetties aux deux équations suivantes 
>! m; Va; hi= const., 
ym; Va; l; = const. 
Si l’on suppose, dans les équations (C), 


h;—=M; sin( ft + &), l;—=M;cos(/ft+ 6), 
on aura 
JMi=— M:2(, r) + 2M,(¢, 7), 


ce qui, en faisant successivement 2 = 0,t=1,...,? =m —1, donnera- 
n équations, d’ot l’on tirera, par l’élimination, une fonction en fdu 


degré n. Mais on peut observer qu’une de ses racines sera toujours 
nulle; car, si l’on suppose M, = M,=M,=..., léquation générale 


en M; sera satisfaite, quel que soit z, pourvu que l’on fasse /= 0; 
’équation en /s’abaissera donc au degré 2 — 1. 

L’analyse précédente ne peut s’appliquer qu’a un systeme de pla- 
nétes qui se meuvent toutes dans le méme sens, comme celaa lieu dans 


Okuvres de L. — XI. / 39 
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notre systéme planétaire; dans ce cas, on voit que le systeme est stable 
et ne s’éloigne jamais que tres peu d’un état moyen autour duquel il 
oscille avec une extréme lenteur. Mais cette propriété remarquable — 
convient-elle également a un systeme de planetes qui se meuvent en 
différents sens? C’est ce qu’il serait trés difficile de déterminer. Comme 
cette recherche n’est d’aucune utilité dans l’Astronomie, nous nous 


dispenserons de nous en occuper. 
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THEORIE 


DES 


SATELLITES DE JUPITER. 


Mémoires de l’ Académie royale des Sciences de Paris, année 1788; 1791. 


Je me propose dans cet Ouvrage de donner une théorie complete 
des perturbations qu’éprouvent les satellites de Jupiter, et de pré- 
senter aux astronomes les ressources que |’Analyse peut fournir pour 
perfectionner les Tables du mouvement de ces astres. 


PREMIERE PARTIE. 


THEORIE ANALYTIQUE DES MOUVEMENTS DES SATELLITES DE JUPITER. 


i 


Equations générales du mouvement des satellites de Jupiter. 


Soient 2, y, = les trois coordonnées rectangles du premier satellite, 
l’origine des coordonnées étant au centre de gravité de Jupiter, que 
nous supposerons immobile. Soient 7 la distance du satellite a ce 
centre et m sa masse. Que l’on marque successivement d’un trait, 
de deux traits et de trois traits les mémes quantités relativement au 
second, au troisieme et au quatrieme satellite. Soient de plus S la 
masse du Soleil; X, Y, Zses trois coordonnées rapportées au centre 
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de Jupiter et D sa distance a ce centre, Soit encore 
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Soit V+- : la somme de toutes les molécules de Jupiter divisées par 


leurs distances au centre du satellite, la masse de Jupiter étant prise 
I 
2) 


Sane : I ¥f I om J 
pour l’unité. Soient enfin V’+ a V4 =F? 1 aers oe eS 


D 
mémes sommes relativement aux satellites mm’, m”, m’” et au Soleil. 


--, U+ = ces 


Cela posé, la force dont le satellite mm est animé parallelement a 
l’axe des a, en vertu de I’attraction d’une molécule quelconque, se 
détermine en divisant la masse de cette molécule par sa distance au 
centre du satellite m, en différentiant ensuite ce quotient par rapport 
a a et divisant cette différence par da. On aura donc, en observant 


GUe ro =a = yz, 


pour la force paraliéle 4 2 qui résulte des attractions de Jupiter, du 
Soleil et des trois autres satellites. Mais, comme nous considérons le 
mouvement du satellite m autour du centre de Jupiter, il faut retran- 
cher de la force précédente celle qui anime ce centre. Or, en vertu de 
Pégalité qui existe entre action et la réaction, la force accélératrice 
que communique au centre de gravité de Jupiter l’action de m, étant 
multipliée par la masse de cette planéte, est égale et directement con- 
traire a la force accélératrice dont le satellite m est animé par l’action 


de toutes les molécules de Jupiter, multipliée par m; cette derniére 


ov 


force, décomposée parallelement a l’axe des x, est aa] 
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F oe x 
< OX z) 


pour la force dont le centre de gravité de Jupiter est sollicité parallele- 


done 


ment a l’axe des «, en vertu de l’action de m. Si dans cette quantité on 
marque successivement d’un trait, de deux traits et de trois traits les 
lettres m, V, x et r, on aura les forces paralléles aux a dont ce centre 
est animé par les attractions de m’, m’, m". Enfin la force paralléle 
aux x, dont il est animé par l’action du Soleil, est 


e Ota X 
ox pe) 


Si l’on retranche la somme de toutes ces forces qui sollicitent le centre 


de Jupiter de la force 
ONS  @ pg) 


| 
y) 
Ox rs Oa 


on aura la force entiére dont le satellite m est animé parallelement 2 


axe des x, dans son mouvement relatif autour de Jupiter. Cette force 


: ie es ‘ ¥ ; Tee hes ; eae 
doit, par les principes de Dynamique, étre égale a [>> de étant lélé- 


ment du temps que nous supposons constant; on aura donc 
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Silon fait, pour abréger, 
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les trois équations différentielles précédentes deviendront 
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I. 


Si Pon multplie la premiére des équations (A) par da, la seconde 
par dy, la troisiéme par ds et qu’ensuite on les ajoute, on aura 


_ dz@xr+dyd@y+dzdz I-+ m 
re 


O= dB (r7da+ydy+zds) 


OR 7 ala wok 
Ox Oy 8 


Or ona 
adxz+ydy+zdz—=rdr; 


de plus, on peut mettre la quantilé 


OR oR OR 
dx 7 a dy if. 1 ds — 
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sous cette forme dR, la caractéristique différentielle d ne se rappor- 
tant qu’aux coordonnées x, y, s du satellite m; on aura donc, en inté- 
grant l’équation précédente, 


2 Sa a fe) - y 7 
__ da + dy? dz me m  iI+m +a fdR 
dt? if a : 


I+ m , ° Pi 
——— étant une constante arbitraire. 


Si ’on multiplie la premiére des équations (A) par a, la seconde 
par y, la troisieme par z et que l’on ajoute leur somme a | ’intégrale 
précédente; si l’on observe ensuite que 

aPe+ yd y+ sd'?s+ dx*+ dy*+ d= 7d’ r, 


on aura 


ot Nig 1-- m I+m . OR orn _OR 
Gaara fae Ta rh faR + a(S +50 +252): 


En supposant R= o dans cette équation, on aura la valeur de r lorsque 

l’on fait abstraction de la figure de Jupiter et de l’action du Soleil et 

des satellites. Dans ce cas, on sait que l’orbite est une ellipse dont a 

est le demi grand axe. Soit érla variation de r due ace que Rn’est pas 

nul, l’équation précédente donnera, en négligeant le carré de ¢7, 
pest kre) ' (1+m)ror OR OR OR 


di: 7 ge RGR Ae io, are 


Les équations (A) étant multipliées respectivement par x, y, = et 
étant ensuite ajoutées donnent 


Ne EE ye L? Z wear ine OR OR _ _OaR 
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ad if SEE Oy ye 


Si l’on nomme dy l’angle infiniment petit intercepté entre les deux 
rayons vecteurs r et r-+dr, ona 


dz* +- dy’? +- dz*= dr* +r? d¢’, 
rgd ye mds = Pdi r— 77 dys 
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on aura done 


| 


ra@r—r do? I+m | oR oR OR. 
ae de tT ea a anne hee 


Dans le cas du mouvement elliptique ot R est nul, cette équation 


devient 
rar—rde? " 1+m 


dt? r 


(9 ier 


Supposons que R augmente r et ¢ des quantités ér et dy, on aura, en 
négligeant les carrés et les produits de ér et de de, 


rd@or+-ordr—o2r? dv dov — ard? or 


O= ai 
(1+ m)r or rok on OR 
i pe Ox dy ga 


On a, dans ’hypothése elliptique, 


r?dy=dty/(1 + m)a(1— e?), 


a étant le demi grand axe de I’ellipse et ae son-excentricité; on a de 
plus, par ce qui précéde, lorsque R est nul, 


Rae sary: 3 i777 
CR bie Fe 


L’équation différentielle précédente donnera ainsi 


2d dv ~ _rdér—drad'r 
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Si Pon substitue dans cette équation, au lieu de 
valeur donnée par l’équation différentielle trouvée ci-dessus en rr, 


on aura 


2d dv r@or—ord@r dad? (ror) 
ap V+ m)a(r—e8) = de 1 3 de 
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Soit n¢ le moyen mouvement du satellite; on a, par la théorie du 
mouvement elliptique, 


d’ot l’on tire 


Vu + m)a(i— e?) = na? V/1— e?. 


On a ensuite, a fort peu prés, m?a*=1; on aura donc, en intégrant 
’équation précédente, 


DIP OOP == Gh Oe , > OR on oR 
ae EEF Ba fndt [aR +2af'nde (oS hrs =o) 
V1 — e? 


Si on prend pour le plan des coordonnées a et y celui de l’orbite 
primitive de m, z sera de l’ordre des forces perturbatrices; ainsi, en 
negligeant le carré de ces forces, on pourra faire s =o dans tous les 
termes dépendants de R. Sil’on nomme ensuite ¢ l’angle que fait le 


rayon r avec l’axe des a, on aura 


Va=r Cosy, 'y Sar SIN’: 
mais on a 
OR OR 
=dzx— +dy—- 
dR toe + Y Oy 


En substituant pour x et y leurs valeurs précédentes, on aura 


Serene On ey elok OOK 
a= (295 +1 Gy) +& (2 Gy 77 ae) 


on a ensuite 


oR oR. 
dR=di OF + dy FEE 


on aura donc, en comparant ces deux valeurs de dR, 


oR OR oR 
£ ae os 


oz Oy or 


L’équation différentielle en 7 ér et l’expression précédente de 4 devien- 
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dront ainsi 


P(r dr se a 
ardor dror : ee 
Re on! @n dl saan 
(2) =: cae! 


En joignant & ces deux équations l’équation différentielle en z, de 
article I, 
d*z nla a oR 


(3) = db. 73 } Pid 


on aura toutes les équations nécessaires pour déterminer les pertur- 
bations que le satellite m éprouve lorsque l’on néglige les carrés et 
les produits des forces perturbatrices. 


If. 


Considérons présentement la valeur de R. On a yu, dans larticle I, 
que la fonction V+ - exprime la somme de toutes les molécules de 


Jupiter, divisées par leurs distances respectives au centre du satel- 
lite m. J'ai donné ailleurs l’expression générale de cette somme dans 
le cas ot Jupiter est un sphéroide peu différent d’une sphere; je vais 
rappeler ici quelques-uns des résultats auxquels je suis parvenu sur 
cet objet. 

Soit v. le cosinus de l’angle que le rayon r fait avec l’axe de rotation 
de Jupiter, axe qui, pour l’équilibre de cette planete, doit étre un de 
ses axes principaux de rotation. Soit de plus o l’angle que fait le plan 
qui passe par cet axe et par le rayon r avec le plan d’un méridien 
quelconque, que nous supposerons passer par l’un des deux axes 
principaux situés dans le plan de l’équateur de Jupiter. On pourra 
représenter le rayon mené du centre de gravité de cette planete a sa 
surface par la fonction 


1+ Y@ 4 YO) YO) 


799 


Y” étant une fonction rationnelle et entiére de Vordre 7, de Ub, 
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Vi— v?sino et ¥1— uw? cose, assujettie & l’équation aux différences 


partielles 
ory 
(¢) 2 
o= 5, |t he 


(Memorres de V Académie pour l’année 1783, p. 28) ('). On aura ensuite 


ee ET ECR Ets elem be 
thd a4 if : r> : ré T rs ae) 


o étant le rapport de la force centrifuge a l’attraction de Jupiter sur 

Péquateur de cette planete (Mémoires de !’ Academie pour année 1782, 

p. 153 et 181) (7), partant 

i aa gar eee tee oe 
re 


T T Teneo 


Te pe 


Cette valeur de V se réduit a fort peu prés & son premier terme, sir 
est un peu considérable relativement au rayon du sphéroide de 
Jupiter. D’ailleurs, si cette planéte est un ellipsoide de révolution, 
comme. il est naturel de le supposer, on a. Y“—= 0, Y= 0, ...5 ce 
qui rend exacte la réduction de V Ason premier terme; on peut done, 
méme relativement au premier satellite, supposer 


YO +$o(w—4), 


re 


bigs 


La fonction Y° se réduit par les conditions de léquilibre a cette 
forme 

— p(y? 4) + H(c— p?) cos20 
(Mémoires de l Académie pour l'année 1783, p. 30) (*). Si Jupiter est 
un solide de révolution, H est nul; mais, dans les cas ou cette quantité 
serait comparable a 9, il est facile de s’assurer que son influence sur 
les mouvements des satellites de Jupiter est insensible, a cause de la 


(*) Gi-dessus, p. 13. 
(2) Okueres de Laplace, t. X, p. 382 et 407. 
(3) Ci-dessus, p. 16. 
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rapidité du mouvement de rotation de Jupiter; nous supposerons done 


H = 0, ce qui donne 
(ee) (ae). 


r? 


Vi 


Les orbites des satellites étant fort peu inclinées a l’équateur de 
Jupiter, » est une tres petite quantité dont on peut négliger le carré; 
on pourra donc, dans les équations (1) et (2) de Varticle précédent, 


supposer 


1 
,_ p—4o. 
ee 3r3 


Si dans l’expression de V on change r successivement dans 7’, 7’, 
r” et D, on aura les valeurs de V’, V’, V” et U. 

Si le rayon de Jupiter differe tres peu de celui d’un ellipsoide de 
révolution, comme cela a lieu pour la Terre, ainsi que je l’ai fait voir 
dans les Mémoires de ! Académie pour l’année 1783, les quantités H, 
Yy®), Y“, ... seront insensibles par rapport a p, et le rayon de Jupiter 
sera a tres peu prés égal & 1— p(y? — +). Au pole, ot uw =1, ce rayon 
sera 1 — Zo, et a l’équateur, oll pu. = 0, il sera égal 8 1+ $9, en sorte 


i 
I+ 3p 
diamétre de son équateur. En prenant donc pour unité ce demi-dia- 


que sera l’aplatissement de Jupiter, mesuré en partie du demi- 


metre et en négligeant la quantité +0”, @ exprimera l’aplatissement de 
Jupiter. Il est assez remarquable que la valeur de V soit entierement 
indépendante de la constitution intérieure de Jupiter. Comme cette 
valeur a une grande influence sur les mouvements des nceuds et des 
aphélies des orbites des satellites, ces mouvements doivent donner 
l’aplatissement de Jupiter avec une plus grande précision que les 
mesures astronomiques les plus exactes. 

Représentons maintenant par ¢’, 9”, 9”, II les longitudes du second, 
du troisiéme et du quatriéme satellite et du Soleil, ces longitudes 
étant comptees de l’axe des w; on aura, en négligeant les carrés des 
inclinaisons de leurs orbites sur celle de m, 


a= ry! COs v', a’! rll cos g", a" —_ rl! cose”, x — D cosll; 


y! —vr' sin ee y" =r’ sin Cp ve —r"” sin ie Y= D sin Il. 
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L’expression de R de Varticle I deviendra ainsi, en négligeant les 
(e379), mi(p —39) mi(p— 39) , Sr(p—39) 
pis 2 pis J ris e Dé ? 


comme étant insensibles a cause de la petitesse de p — $9, 


termes multipliés par ~ 


ees ae NP Sia), UR 
weak a7 OS 2 


cos(+’— v) 


Tee mr S177 
sary cos(¢”—e) + <a €08 ( 9" — gv) + pr cost —) 


m! 


Vr?— arr cosy — 9) 4 rr? ees arr" cos(e’— 9) +r” 
m"” S 


Vr?— arr” cos(e"—v)+r®™ Vr?—arDcos(M— ¢)+ D* 


IV. 


Des inégalites des mouvements des satellites, indépendantes 


des excentricités et des inclinaisons des orbites. 


Reprenons maintenant l’équation différentielle (1) de l’article Il 


(1) pale, pial a faR+r 
Son intégration introduira deux constantes arbitraires qui rentrent 
dans celles du mouvement elliptique et auxquelles on peut, par cette 
raison, se dispenser d’avoir égard. Cependant l’excentricité de l’orbite 
étant fort petite, on pourra faire usage de cette équation différentielle 
pour déterminer la partie elliptique du rayon vecteur qui en depend; 
mais alors il faut conserver tous les termes dans lesquels rér est mul- 
tiplié par des constantes dépendantes méme des forces perturba- 
trices, parce que ces termes déterminent le mouvement de l’aphélie. 
Sil’on néglige le carré de l’excentricité de lorbite, la partie con- 
stante du rayon rse réduit, dans l’hypothese elliptique, au demi grand 
axe a. Soit 6a le terme constant que les forces perturbatrices ajoutent 
au rayon 7, l’équation précédente deviendra ainsi 


Mr OF) eke OF sss Tess, : OR 
Carr - ee ayy ror ea} dR +7 ay 
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En ne considérant que les termes dépendants de la figure de Jupiter, 
ona 
R= 


? 


(1+ m)(p—+#9) 
OMe 
d’ot l’on tire 
(USE ne —— 3R, 


partant 
° OR __ (t+m)(p—F9) 
BOR ST. ee ths cee ; 


En substituant a?+ 2rérau lieu de r*, ou, ce qui revient au méme, 


ror ‘ 
Ce a lieu der, on aura 


= ee gl ed 
vices eateswliaatsS Uo, 


Sil’on ne considére que les termes dépendants de l’action du second 
satellite, ona 


m'r = 
R= Sr cos(e'— ¢) — m'[r?— 2rr'cos(e'— ¢) +r? ] 


role 


4 
Supposons que la fonction [7? — 2rr’ cos(v — 9) +r] 2, développée 
suivant le cosinus de » — ¢ et de ses multiples, soit 


$B + BM cos(»'’— v) + B® cos2(e'— v) + B® cos3(¢’— ¢) +.... 


Nommons ni+ «et n't + ¢' les valeurs moyennes de ¢ et de ¢’, c’est- 
a-dire les longitudes moyennes de m et dem’ comptées de l’axe des a; 
en substituant au lieu de ¢ et de » ces valeurs dans l’expression de R, 
et en y changeant r et r’ dans a et a’, on aura 


. 2K 2nm' a 

a fdR=— — Cures oad ws 

= eer |(B =) cos(n’'é— nt+e'— 8) 
+ B®) cos2(n't — nt + ¢'— 6) 


+ B® cos3(n'é— nt + e'— 8) 
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~ etant une constante ajoutée a l’intégrale far. On aura ensuite 


“OFe)) mi { nie Bt) 0B”) 1 , ; 
at eh Acaiaae P cae sri) €08(n!e— nei e!—e) 
OB 
2 oe cos2(n't— nt +6’ —¢) 


BO, BY, BO, ... étant fonctions de a et de a’ dans ces deux formules. 

Nous étant proposé de conserver les termes dans lesquels rér est 
multiplié par une constante, nous devons ajouter aux seconds membres 
de ces formules les termes de ce genre que renferment f dR et 


oR 3 m! ; ror ‘ 
a? Or, si dans le terme — ee de R on substitue a -- 7a heu 


A . > xe (0) . 
de r, il en résultera le terme — m!—“" es la fonction of dR con- 
24 Oa 
or ABO : 
tient done le terme — m’ ae oo En substituant pareillement 


a a au lieu de r dans la fonction a on voit qu’elle contient le 
m'r or (Sr 0? B) 


terme re 


ces termes dans l’équation différentielle (1) et qu’on la divise par a’; 


a ): Cela posé, si l’on rassemble tous 


. I+ m : , 
si l’on observe de plus que l’on a n?= —,—, et si, pour abréger, on 


suppose 
a m' a? /. 0B 0? BOD” 
N= pr? I] 1 3 da p Ex i 39 [SS > 
4 a a 2 da ieee 
on aura 
i a (ror) _N Pore tre n(p—F9)  m'n*®a* 0B) 
a’? dt* a? ae 2 0a 
OB") a? an a 
—m'n?| a —-—+— (14) __ os(n't — nt+e'—s8) 
i E Oa ge Pp — ni ge aa) | © ( 
BO) an t 
— min (ar - AB) ) cosa(n!¢— nt 4-8! —e) 
Oa n—nr 
OB) an ; 
—m'n? (« + ; AB ) cos3(n!t— nt + e'— =) 
Oa n—n 
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L’action des autres satellites et celle du Soleil ne feront qu’ajouter 
a cette équation et a l’expression de N* des termes semblables & ceux 
que produit l’action du satellite m’; il sera facile de les déterminer 
par analogie; ainsi nous en ferons abstraction ici pour simplifier le 
caleul. 

Si l’on intégre l’équation précédente, sans y ajouter de constantes, 


on aura 
ror n? 0 2 m'a? OB) 
P= (KS 3a? 2 Oa ) 
~ tee |e So dG aBO— 5) cos (n't — nt + e’—®) 
— ae: oS re (« a ee = a, aBe) cos2 (n't —nt+e’—e) 
Re oo nN (« = 1 ? , 2B) cos3(n't— nt AS a a e) 


@ Jo \e) 8-0 & 6 6) 5) wie w bw 6) 46 © ov 1b 6 ie © oO pv) 6. whic) (ee se) Mei lel ete 0 © 0) a 8 o's © 6 © © @ sie clele oe 6 & A 


La partie constante de cette expression est ce que nous avons désigné 
: 0a oe a) A 
ci-dessus par —; on aura donc, en observant que N? différe extréme- 


ment peu de 7”, 
0a p—to m'a* dB) 
Eee Rea En ae 


Si lon substitue les valeurs précédentes de far, ee re R et de 7 ied 


dans l’expression de 69, donnée par la formule (2) de V’article tT; 3 
lon néglige les excentricités, et qu’ainsi l’on suppose 7 = a, on aura, 
apres toutes les réductions, 


ao=ne| 3K US 1 el a BO 
a 


a? 
rm! | n 2 2N? OB”) =a? an a 
nde ——-_ (| aB”) — — 2 \ (igints ae ae 
eral a) + Gam 4 e qa eG aB =) | sin (r't— nt+-e'— 
nm! n 2N? OB) on : 
SS SS AROS: 2 (2) i i te 
cee Taare (4 Ca mer ) |smacere OR ee 


aN? (« B® 


Oa 7 


abo) sin3(n't —nt+e¢'—¢) 
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Cette expression de ¢v sera facile & réduire en nombres lorsque l’on 
, oly Pik ee ror 
aura déterminé numériquement la valeur précédente de —- 


nt étant supposé représenter le moyen mouvement du satellite m, 
son coefficient dans la valeur de ¢¢ doit étre nul, ce qui détermine la 
constante K; on aura done 


Ke 


(1+ m)(9=49) i pyge BO, 
Oa 


3@? 


En substituant cette valeur de K et celle de dans l’expression de N?, 
elle deviendra 


saronk (0) (0) 
NAS 7" fehl IAP 2?) 5 ia oB® agra ; 
a’ Oa SO? 


rv! Bip rl! or” 
ERE) 8yt, LSE sos 


On aura les expressions de ~ ee dv”, en chan- 


geant dans les valeurs précédentes de ” os et de dy les quantités rela- 
tives au premier satellite dans les quantités semblables relatives au 
second, au troisieme et au quatrieme satellite, et réciproquement. 

Les rapports qu’ont entre eux les moyens mouvements des trois pre- 
miers satellites donnent des valeurs considérables 4 quelques-uns des 
termes de ces expressions; ces termes méritent une attention parti- 
culiére en ce qu’ils sont la source des principales inégalités observées 
dans les mouvements des deux premiers satellites. 


V. 


Le moyen mouvement du premier satellite de Jupiter est, a fort peu 
pres, double de celui du second, qui lui-méme est a peu pres double 
du moyen mune ia troisieme satellite. Il suit de la que le terme 


de l’expression de ~ —z qui dépend de l’angle 2n't — ant + 2¢’— 2¢, 
doit devenir fort grand par son diviseur 


4(rn—n')?—N? ou (2n—2n'+N)(2n—2n'—N), 


car N et 2n’ étant fort peu différents de 7, le facteur 27 — 2n'— N est 
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trés petit et donne une valeur considérable au terme dont il s’agit. 
On voit en méme temps la nécessité de déterminer N avec précision, 
comme nous l’avons fait, parce que sa difference d’avec n, quoique 
tres petite, devient sensible dans le facteur 27 — 2n’—N. Le terme 


eee WE : : D 
— 2(1+ m)n?=—2" de l’expression de N?, qui dépend de la figure 
de Jupiter, surpasse considérablement ceux qui dépendent des actions 


des satellites, comme on le verra ci-apres; nous pouvons donc sup- 
poser, sans erreur sensible, 


dans le facteur 2n — 2n'’—N, et faire z=N dans tous les autres 
termes. 

La partie de év, qui dépend de l’angle 2n'— 2nt + 2¢’— 2¢, est 
pareillement fort considérable, a cause du diviseur 


(2n —2n'—N)(2n—2n'+N), 


En supposant donc 


OB”) oan 
2 oa (2) 
i aB 
Oa i ip! : 


F=a 


en faisant ensuite N=~n7 et 2n'’=n dans le facteur 2n — 2n’+N, 


: , . ror : ne 
on aura, en n’ayant égard qu’a la partie de ~~» qui a pour divi- 


Scum o7 — Ny 


ele nm'F 
a = -a(2n— 2n'—N) 


cos2(ni—n’t+e—e'), 


On aura, dans les mémes suppositions, 


nm'F 


O0ie= | Ba eee 
2n — 2n'—N 


sina(nt—n't+¢—e’). 
Cette partie de ov est la seule inégalité sensible dans le mouvement 
du premier satellite, et l’observation est en cela conforme 2 la théorie, 
puisqu’elle n’indique que cette inégalité. 

Si, dans la théorie du second satellite, on désigne par N’ la quantité 
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qui correspond & N dans la théorie du premier, il est aisé de voir que 


° ; r! or! 
’expression de —a- renfermera le terme 


(n a): da! a i= ip 2 


mn’? OB) a’ an! ae 
2p Pp Ne aes a eee Tosi SU area e (Be — =) cos(nt— n't+e-—€'). 
Pry a 


Sy 


Le diviseur (x — n’)? — N? est égal & 
(n— n'—N')(n—2vn'+N’); 


or, N’ étant fort peu différent de n’, et n étant peu different de 27’, le 
facteur nz — n'—N’ est trés petit, ce qui donne au terme précédent 
une valeur considérable; en supposant donc 


1) 2 I 19 
G = @'2 OB! _@ on api — 2). 
= aca 


Oa’ Qa p= 


en faisant ensuite n = 2n’ et N’'=n’ dans le facteur n —n’'+N’, 
ror! 


q'? 


on aura, en n’ayant égard qu’a la partie de » qui a pour divi- 


seur n — n’— N’ et qui dépend de l’action du premier satellite, 


ror n'mG SOR nee ') 
Se né—n't+e—e'); 
a2 2(n —n'—N’) 4 


on aura, dans les mémes suppositions, 


n’mG 


es = 
Tei Te oN 


sin(né— n't+-¢—e'). 
Ces valeurs ne sont relatives qu’a l’action du premier satellite; l’ac- 


tion du troisieme produit encore des termes sensibles dans les expres- 


| y 
pe et de ov’. En effet, le mouvement du deuxiéme satellite 


sions de 
étant a fort peu prés double de celui du troisieme, il doit en résulter 
dans ces expressions des termes analogues a ceux que I’action du 
deuxiéme satellite produit dans les valeurs de a et de ¢y. Nommons 
B®, B, B®, ..., relativement au second et au troisi¢me satellite, 


ce que nous avons désigné par B®, B, B®, ..., relativement au pre- 
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mier et au second; supposons ensuite 


OB) an! 
a 2 | 


i} 
da' Fie n' 


he= a’ B' (2); 


nous aurons par l’action du troisieme satellite 


/ ! ! im 
r' or n'm"F I ” ples 
at yiatase a(apfaanleNOR en es Gane 
/ Vs Vd 
n'm'F 
U as 7 if l) t 
oR ee anh aa ee Came a eee 


En réunissant ces valeurs aux précédentes, on aura tous les termes 


i 4 r! or’ 
sensibles des expressions de —,,- et de ov’. 

Un rapport tres remarquable qui existe entre les moyens mouve- 
ments des trois premiers satellites réunit en un seul terme les deux 
Tors 

Oh 


termes des expressions de et de ov dus aux actions du premier 


et du troisieme satellite. Nous avons observé que le moyen mouve- 
ment du premier satellite est a peu pres double de celui du second, 
qui lui-méme est double & peu prés du moyen mouvement du troi- 
siéme satellite. If en résulte que le moyen mouvement du premier 
satellite plus deux fois celui du troisieme est & peu prés égal a trois 
fois celui du second, ou, ce qui revient au méme, que l’on a a peu 
pres n + 2n"= 3n’. Cette égalité est tellement approchée, que depuis 
plus d’un siécle les observations n’y ont fait apercevoir aucune diffé- 
rence sensible, en sorte que l’on peut rejeter sur les erreurs des Tables 
la différence trés petite qu’elles donnent & cet égard. Nous pouvons 
donc supposer, au moins dans l’espace d’un siécle, 2 + 2n’=3n’. 
Nous verrons dans la suite que cette égalité est rigoureuse. 

Les observations donnent encore, a tres peu prés, depuis plus d’un 
siecle, la longitude moyenne du premier satellite, plus deux fois celle 
du troisieme, moins trois fois celle du second, égale 4 180°; en sorte 


? 


que, dans l’intervalle d’un siécle, on peut supposer 


nt —3n't+an"t+e— 3e! + 26”—180° 
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et, par conséquent, 
an't—an'"t-+- 2¢' —o8"=—nt — n't+¢ — ¢' — 180°. 


Nous verrons encore dans la suite que ces égalités sont rigoureuses. 
r! or! 


Les termes de et de ev’, qui dépendent de l’action du troisiéme 


q’ 
satellite, deviennent ainsi 


pr’ or’ n' mF’ es We. ; 
ee nt—n e—e 
ye 2(n— n'—N’‘) )» 
OnE 3 ae 
dp! = — ——_—_ sin (nt— n't+e—2'). 


7 NE 


Silon réunit ces valeurs a celles qui dépendent de l’action du pre- 
mier satellite, on aura 


cory. Od 
a ——— a(n—n'—N! 


(m" F'— mG) cos(nt — n't +2e—28'), 


n' ' 
og! Se lesa eS 7 (m"F’— mG) sin (nt — n't+-¢— 8’). 


L’action du second satellite produit dans la théorie du troisieme des 
termes analogues & ceux que l’action du premier produit dans la 
théorie du second; en faisant donc 


G ae OB) q!? 2n! mB) q!? 
oa! ae aq? of. n! ni! a aa a2 ’ 
on aura 
ror n"m'G' : . 
a i l tu 
a | Solera Seve é—n"t+e¢'— 6"), 
Wee hie 
n'm'G . ! ” ! 7] 
ov Sy reo NG ee.) 


r" or! : : 
Les valeurs de —,- et de dv” peuvent recevoir encore quelques termes 


sensibles de l’action du quatriéme satellite; mais son moyen mouve- 
ment étant sensiblement moindre que la moitié de celui du troisiéme 
satellite, ces termes doivent étre peu considérables; nous y aurons 
cependant égard dans la suite. 
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Considérons présentement la loi des inégalités précédentes dans les 
éclipses des satellites. Pour cela, nous donnerons aux valeurs prece- 
dentes de ov, dv’ et dv” les formes suivantes 


ov = (1) sina(nt —n't+e—e’'), 
dy’ (1) sin (nt —n't+e—e'), 
dp” —— (mm) sin (n't—n"t+e'—e"), 


les coefficients (1), (11), (1m) étant positifs, comme il résulte de ce 
que l’on verra ci-apres. Au lieu de rapporter les angles né--e, n't+-&’, 


n’t +e” a une ligne fixe, nous pouvons les rapporter a un axe mobile, 
parce que la position de cet axe disparait dans les angles 


a(nt—n't+e—e'), nt—n't+e—e', n't—n't+e'—e", 


Concevons que cet axe mobile soit le rayon vecteur de Jupiter supposé 
mi uniformément autour du Soleil; dans ce cas, les angles ni, n’t, 
n’t seront les moyens mouvements synodiques des trois premiers sa- 
tellites. Concevons, de plus, que les angles « et «’ soient nuls, c’est- 
a-dire qu’a l’origine de ¢ les deux premiers satellites aient été en 
conjonction; l’équation 


DE == BI 22 OTE ASB = DES Del Ss TRIOS 


donnera e”= go°. Les expressions de dy, dv’, dv” deviendront ainsi 


ov—= (1) sina(nt —n't), 
ov'—— (iI) sin (nt —n't), 
dy'== (Il) cos? (nit — n't). 


Dans les éclipses du premier satellite, au moment de la conjonction 
moyenne, né est nul ou multiple de 360°; soit done 2n — 2n’'=n +o 


ou n — 2n'= w, on aura 
ov = (1) sinwé. 


Dans les éclipses du second satellite, & l’instant de la conjonction 
moyenne, 7’¢ est nul ou multiple de 360°; on aura donc alors 


ov'= — (11) sinwé. 
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Enfin, dans les éclipses du troisiéme satellite, & l’instant de la con- 


jonction moyenne, n’¢ est nulou multiple de 360°; on aura donc alors, 
en vertu de l’équation n — 2n'=n'— 2n", 


op” = (111) Cosme. 


On voit ainsi que les valeurs de d¢, dy’ et 60’, dans les éclipses des sa- 
tellites, dépendent du méme angle wz. La période de ces valeurs est, 
par conséquent, la méme et égale a la durée de la révolution syno- 


dique du premier satellite, multipli¢e par —“— , ne et n'¢ étant ici 
m—2an 


les moyens mouvements synodiques des deux premiers satellites. En 
substituant pour 7 et 7’ leurs valeurs, on trouve que cette période est 
de 437/1512™. Tous ces résultats sont parfaitement conformes aux 
observations qui ont fait reconnaitre les inégalités précédentes, avant 
gu’elles aient été indiquées par la théorie. 


VI. 


La détermination des inégalités précédentes n’a de difficulté que 
celle de la formation des quantités B®, B”, B®, ... et de leurs diffé- 
rences. J’ai donné des formules pour cet objet dans les Mémoires de 
lV’ Académie pour l’année 1785, pages 64 et suivantes ('); je vais rap- 
peler ici les principales. 


ap Gd : : 
Soit = =, et supposons que l’on ait 


(1 — 20 C089 -+ a?)-S= 15) + 5 cos6 + bY) cos26 + 69) cos30-+..., 


on aura genéralement 


Vthbebal ics yl aa Na aitiiee Cle GA nieB LL a 
s = (G—s)o : 
> 16 + a?) bY) — 2(i—~s +t) a bity 
; Ss s 
par pte sie $ 
S+1 Goa: 
On pourra, au moyen de ces formules, déterminer 6), bY’, ..., 


(1) Ci-dessus, p. 124 et suivantes. 
OEuvres de L. — XI. i) 
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bY’, ... lorsque 5°” et &{” seront connus. On a ensuite 


dbs) _ EA (E+ 28) 8 py 
da ai ay =” I— oe 


2(t—s-+t1) pir), 


Cette équation différentiée donnera les differences secondes de 5°”. Il 
ne s’agit done que de déterminer b\’ et d{”. 

Dans la théorie des satellites, s = +, et l’on aura de cette maniere 
les valeurs de 6'” et de 6{”. On déterminera d’abord les quantités °°) 


El = 
5} 


a 
t 
et 6} au moyen des suites 


2 


tol> 


iota. Bie ras Tet 2 fread St, ee £1.35)? 5 
a Ti TINGE ES AE GYR), Sp erage mee uaer ale 
ae os Ta hide he pe iss bi ch 98 pan a eA a ig er j 
poeeea 4 be asain auh ae Oise. 29 1600 Oh cme a 


Ces deux suites sont fort convergentes, et il suffit dans tous les cas 
d’en prendre les dix ou onze premiers termes. Lorsque l’on aura ainsi 


déterminé 6° et 6"), on aura b 
the 


0) 
3} 2 


et b\” au moyen des formules 
Fy 


(r+ a? OO) +. 6a b"} 


ROS 2 
2 Gs a iieial’ 

2ab0) + 3(1-+ a?) b"} 
En) = = me 
z (Car) 


(z) 2 Bi) 

OB dby BM) aby 
CB a0 a’ =o —- ig ea eee ee 
4” da midaer 0a? dat’ 


Quant aux différences partielles de B® prises relativement a a’, on 
observera que B® est une fonction homogéne de a et de a’ de la 


dimension — 1; or on a, par la nature de ce genre de fonctions, 


OB : OB” 
LS 
a = B Corre 
(BO eRe 


d’oti il est aisé de conclure les valeurs de aa ie 
da da' da’? 


>ee-3 on 
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pourra donc ainsi déterminer les valeurs de B®, B"), B®, ,.. et de 
leurs différences, prises soit relativement a a, soit relativement a a’, 


Wile 


Des inégalités du mouvement des satellites dépendantes 


des excentricités des orbites. 


Considérons présentement les parties du rayon vecteur et de la lon- 
gitude des satellites qui dépendent des excentricités des orbites. Pour 
cela nous reprendrons l’équation (1) de l’article I, en la mettant sous 
cette forme 

 @ (rer). -m) ror “Or 


T 


Gat? ar a 


Les termes dans lesquels ror est multiplié par une constante et ceux 
qui dépendent du sinus et du cosinus de l’angle nt + méritent une 
aftention particuliere, en ce qu’ils déterminent les variations de 
Vaphélie et de l’excentricité de l’orbite; nous allons donc les discuter 
avec soin. Les termes dans lesquels rér est multiplié par une con- 
stante ont été déja déterminés dans l’article IV; pour avoir ceux qui 
dépendent du sinus et du cosinus de l’angle nt+ ¢, considérons la 


partie 
TT COS 10 
Bo ee — m' B® cos(¢’— v) 
5 . ; ° ; r' or! ° ut Nopes 
de la fonction R; si l’on y substitue a’ + a“? aul lieu de 7’, or’ étant 


ici la partie de 7’ qui dépend de l’excentricité de l’orbite du satel- 
lite m’, cette substitution produira la quantité 


(as , OBO) 


ain? ag ) cos(n’é—nt-+e'—s). 


Or, en nommant e’ l’excentricité de l’orbite de m’, et o’ la longitude 
de son apbélie, on a, comme I’on sait, aux quantités pres de l’ordre e’, 


r' or! 


qa”? 


=e'cos(n't+¢'—w’); 
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la quantité précédente donnera par conséquent un terme dépendant 
du cosinus de l’angle zt + ¢ — om’; nous ne conserverons ici que ce 
terme. 

Dans lorbite elliptique, est égal & n't + e’— 2e’sin(n’t+-¢’—o’), 


; : 4 fet py BA oOr) : 
ou, ce qui revient au méme, a n’é+-<’-+ — ———; en substituant cette 
q a? n'dt 


valeur dans la fonction 


m'r 2 
cos(’— 9) — m'B™ cos(9'— ), 


pr? 


il en résultera le terme 


if al Nal 

oe (Ss Bi) sin(n’t—nt+e’—e). 

Nous ne retiendrons encore dans ce terme que la partie qui dépend 
de angle nt-+¢e—o’. 

On s’assurera facilement que les termes précédents sont les seuls 
qui, dans le développement de la fonction R, dépendent du sinus et du 
cosinus de l’angle wé-+¢, du moins en n’ayant égard qu’aux premieres 
puissances des excentricités; de plus, on a évidemment, en n’ayant 
égard qu’a ces termes, far = R, partant 


. me OR. UR FOr Oa. ak wr 
of dR |e eT ( ee Ta dai) Cosi nie—nt-te'—e) 


am'd(r'dr') (3a OBO) ., 
— 2B) — @—— |sin(n'’é —nt+ e'—e); 
gw dk aa Oa ( en; 


: : ey . ror : uae jek 
Véquation différentielle en es deviendra ainsi, en n’y considérant 
que les termes multipliés par rér, et par le sinus et le cosinus de 


, . : I 
langle nt + ¢, et en y substituant n’, au lieu de ee 


a(ror ror 
Pra), yar dt 
a* dt a 
Tove (e AaB 02 BO) 
—m' n®? —— | —_ == 9aq' a? a' —— | cos(n't — nt + &'— 8 
Nghe da! “2 0a da! ( ) 
am'n?d(r or’ )./ 3a 0B") 
— 2aB°) — a? —— ) sin(n't — nt + e'— ¢). 
an dt 12 Oa ) sin = ) 
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Supposons 
ror 
a= hcos(nt +¢—gt—TY), 


if I 
ror 
“Peas h'cos(n't + é! 


gi—T), 


g étant un trés petit coefficient dépendant des forces perturbatrices. 
En substituant ces valeurs dans l’équation différentielle précédente 
et en négligeant les carrés et les produits des forces perturbatrices, la 
comparaison des coefficients de cos(#t-+- «— gt —T) donnera, en 
mettant pour N? sa valeur trouvée dans l’article IV, 


aor a 1a) | 


n a? 2 Oa 2 Oa? 


| dB) aBO 
—pm'h' (2aBe + a? ae + aa! Fie ee 


tae 


: 0a 0a! 


Pour donner a cette équation la forme la plus simple dont elle est sus- 
ceptible, nous observerons gue l’on a, par l’article précédent, 


OBO) aB) 


eres een (Oy es yee 
Pil a B a ae 
d’ot l’on tire 
,OrB) OB) 0? BO) 
2 Jg0a' we F Oa pee 0a? 


En substituant ces valeurs dans l’équation précédente et en y met- 
tant, au lieu de B®, B et de leurs différences relatives a a, les va- 
leurs déterminées par Varticle précédent, on aura 


(0) ESCO Ne © 
- uae Dts db\' ad bt 
Te ea P esl : Bee He ae 2 
n On 2 de da? 


5 db\? di) 

QZ QD 

—im'h'\ ab\)— FF Las de Ic 
2 (e4 


; db) a? bo) db). db!) 
Si ’on-substitue;au liewde 3. 3.2 0,", 4 et 4 » leurs va- 
do da? = da da? 


, qwil est facile de conclure des formules de l'article 


a 


leurs en 6 et 5" 
a £ 


) 
th 
2 
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précédent, on trouvera 


db\) d? h) 3 ab) 
Py i od ri Ro 
a a eh ee a REE Be. TS 
da *** dat 2(1-—- a?)? 
db!) Cpe 3g? HO) + 3a(1 + a?) b"} 
) pe Ih dks 26 pats =e os, esau 
Aah de ak doa (1— a?)? 


2 


Soit maintenant T la durée d’une année julienne, 7T sera le 
moyen mouvement du satellite m dans cet intervalle; multiplions 
l’équation précédente entre A et 2’ par nT, et supposons gT =f, en 
sorte que /soit le mouvement de l’aphélie durant une année julienne; 
supposons encore 


Bmint % 4 
(Ost) a= = 
4 (1— a)? 
ot plo ++ a(1 + a?) bd" 
ne Sr en -}. 
oe | 2 (1 — a?)? ? 


Péquation entre / et A’ prendra cette forme tres simple 


Ohl 7e- (0,1) om |e 
Il est visible que les actions des satellites m”, m” sur m ajoutent au 
second membre de cette équation des termes analogues a ceux que 
produit l’action de m’. Soient donc (0, 2) et ce que deviennent 
(0,1) et lorsque l’on y change m’ et a’ dans m’ et a’; soient 
pareillement (0,3) et |o, 9] ce que deviennent les mémes quantités 


lorsque l’on y change m’ et a’ dans m” et a”; enfin nommons h’” et h” 
ce que devient 4 relativement & m’ et m”; on aura, en vertu des actions 
réunies de Jupiter et des satellites, 


o=ALf—(0) —(0,1) — (0,2) —(0,3)] + [o, 1] h'+ [o, a] "+ h", 


L’action du Soleil sur le satellite m ajoute encore un terme au second 
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membre de cette équation. Pour le déterminer, nous considérerons 
le Soleil comme un satellite de Jupiter. Dans ce cas, si on nomme D’ 


la moyenne distance de Jupiter au Soleil, on aura « = 7» et les va- 


ie 
Dp’ 
leurs de 6°) et 6") de l'article précédent deviendront 

Aa ae 


jou ples heh ry) Stee wd a’ Sat 
pa=r(t at) =— (ape 


La distance D’ étant incomparablement plus grande que a, nous pou- 
vons négliger les termes divisés par D’‘; la fonction (0, 1) devient 
ainsi, en y changeant m’ dans S et a’ dans D’, 


38nT a 
(Comm) == ip D’ 


et la fonction [o,1] est nulle. Soit présentement MT le moyen mouve- 


ae wes ; S 

ment sidéral de Jupiter, on aura, @ tres peu prés, M*= 7,3 ona 
. 1 ° . 

ensuite n? = a On aura donc, relativement au Soleil, 


3M?T 
OP ere 


nous désignerons cette derniere fonction par | o |. On aura, cela 


posé, en vertu des actions réunies de Jupiter, des satellites et du 


Soleil, 
(o=A[ f—(0)—[o ]— (0,1) — (0,2) —(0,3)] 


(7) 2 
[| + fone [oa] 4+ as] 

Si l’on considére parcillement les perturbations du mouvement 
de m’, il est visible qu’il en résultera une nouvelle équation semblable 
4 la précédente, et qui s’en déduit en y changeant les quantités rela- 
tives & m dans celles qui sont relatives 4 m’, et réciproquement. 


SolenGnenl GN GAs Ole 1 Olt, 2), (1,2), (15:3) ce que 
deviennent (0), [ 0 |, (0,1), [0,1], (0,2), [0,2], (03), [0.3], 
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en vertu de ces changements; on aura 


o=h'[ f—(0)—[4 J—(,0) — 0,2) — G,3)] 
+[3, 0]h-+[1,2]A"+-[a, 3 | 2". 


Si lon désigne semblablement par (2), oes (250); ES ae 
COs Olesen ce que deviennent les quantités (0), 
[ o ], (0,1), [0,1], (0,2), [0,2], (0,3), [0,3] lorsque l’on y 


change ce qui est relatif & m dans ce qui est relatif & m’, et récipro- 
quement; si l’on désigne encore par (3), [ 3 |, (3,1), [3.7], 
Gr2) | eo 6,0 ); ce que deviennent les mémes quantités 


lorsque l’on y change ce qui est relatif 4 m dans ce qui est relatif 


(0) 


am”, et réciproqguement, on aura les deux équations 


| o=2"| f— (2) — [2] — (2,0) — (2.1) = (2,3) | 
(i") 

| aro aoe ioe eae 

( o=A"| f— (3) =F] =[8,0) = (3,1) — 3,2) 


| +{13,0]h + [3,1] A'+ 3,2 | A. 


il existe entre les fonctions (0,1) et (1,0), (0,2) et (2,0), ... des 
rapports remarquables qui peuvent servir a déterminer ces fonctions 
les unes par les autres. On a, par ce qui préceéde, 


2A) 
ye a vane et 
(Olt yes ; Ge) 


4 


On a ensuite, par l’article précédent, 


a 
(a — 2aa'cos0 +a")? =a! (2 6°) + 6) cosé + 6?) cos264+.. -). 
y =%, “2 


Supposons qu’en développant le premier membre de cette équation 
suivant les cosinus de langle @ et de ses multiples on ait la série 
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$(a, a’) + (a, a’) cos) +..., onaura 


py (aa!) pu 
cay a ae ay ae 


partant 
smn Tl a%al(a;.a.) 


i aay 


Kn changeant dans cette expression de (0,1) les quantités m’, n, a et 
a’, dans m, n’, a’ et a, on aura l’expression de (1,0); mais (a, a’) 
reste toujours le méme aprés ce changement; on aura donc 


( 3mn'T a?’ ala, a’)! 
LO ———— ; a 
: 4 (a? — a?)? 


d’ot l’on tire 
(0,1) nin’ a! =(1)0 mi na. 


Ona 


eS. RES ee 
(i Ta 9 i SS Va 


partant 
(0,1)mV/a = (1,0)m' Va 
On aura done (1,0) au moyen de (0,1), en multipliant cette derniére 


uantité par Va 
q I wat N : 
Il est clair que l’on aura pareillement les relations suivantes : 


(0,2) m Va == (DO) Val 
(0,3)m Va = (3,0)m" Va", 
(it, D) ae Vie a5 0! Va", 
(Gtpomiie: Vea) Re” Vas 
(2,3)m'Va" = (3,2)m" Va". 


On s’assurera d’une maniére semblable que les mémes relations sub- 


sistent entre [o, 1] et [1,0], [0,2] et [2,0], ..., en sorte que l’on peut, 
dans les relations ete changer les crochets ronds en cro- 
chets carrés. 
Si dans les équations (7), (¢’), (¢”), («”) on élimine les arbitraires 
OEuvres de L.— XI. 43 
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h, h’, h”, h", on aura une équation en f du quatrieme degré. On aura 
de plus les valeurs de h’, h’, h”, au moyen de f, sous cette forme 


h'= 6/ h, h'= Sp hh” —_ 6” h, 


6’, 6”, 6” étant des fonctions de /, et la constante / étant arbitraire. 
Soient /, /,,./r, fy les quatre racines de I’équation en f, on aura, 
par la nature des équations linéaires, 


ES SE: cos(nt+e— ft —T) +h, cos(nt +e — f,t —T,) 


+ h,cos(nt +¢—f,t—T,) +h; cos(nt +2 — f,t —T;), 


h, h,, h,, hs, T,V,, T,, Fs etant des constantes arbitraires, et ¢ dési- 
gnant ici le nombre des années juliennes écoulées depuis l’époque ot 
lon fixe Porigine du temps. 

u (ALE 


Si ’on nomme 6, 67, 67; 
6", 6”, 6” lorsqu’on y change successivement f dans f,, fo, f, on 


6., 6), 6; 6, 6), 6% ce que deviennent 


aura 
ee or" / / / / ff Ni 
a = 6’heos(n't +e'-— ft —T)+6)h, cos(n't +¢' — f,t—T,) 
+ 6,h,cos(n't -+ e' —f,t—YP,)+ 6, h; cos(n"é + &” — ft —Ts), 
r! or! : J 
a 6"h cos(n"é +e" — fl —T) + 6h, cos(n"t +e" — f,t—T,) 
+ 63h, cos(n"t + e” -— f,t-—T;)+ 63h; cos(n’t + e” — f,t —F,), 
r" op! ‘ 
“a = 6" h cos( nt -s" — ft —T) + 6) h, cos(n”t +e" = fit—F,) 


m 


“+16, h,cos(n’ €4- 6° — f,t— V,) 467k; Costa” ie" = fri,» 


Toutes ces expressions sont complétes, puisqu’elles renferment deux 
fois autant d’arbitraires qu'il y a d’équations différentielles du second 
ordre en ror, r’ or’, r” or", r” or”. 

La formule (2) de article Il donne, en négligeant le carré des 


excentricités et leur produit par les forces perturbatrices, 


d’ou ilsuit que, /etant tres petit relativement a n, on aura l’expression 
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ror 
>? en changeant 


\ x ° t s 
de ov correspondante a l’expression précédente de = 


dans celle-ci les cosinus en sinus et en la multipliant par — 2. Les 
7! or! vr! or! rl! or” 


? mm? M2 


ae donneront les 
a a a 


mémes opérations sur les valeurs de 


WI 


valeurs correspondantes de d¢’, dv” et dv”. 

On peut considérer ces différentes valeurs comme étant relatives a 
des orbes elliptiques, dont les excentricités et les positions des aphé- 
lies seraient variables; en comparant les valeurs données par cette 
supposition a celles que nous venons de trouver, on aura facilement 
les variations des excentricités et des aphélies. Tout se réduit donc 3 
former et & résoudre les équations (c), (7), (2”) et (¢”); mais nous 
verrons dans la suite que ces équations sont incompletes et que les 
rapports qui existent entre les moyens mouvements des trois premiers 
satellites leur ajoutent de nouveaux termes sensibles, quoique dépen- 
dants des carrés et des produits des forces perturbatrices. 


Vill. 


Le moyen mouvement du premier satellite étant, a fort peu pres, 
double de celui du second, et le moyen mouvement du second étant, 
a fort peu pres, double de celui du troisiéme, il est visible que les 
termes qui dépendent des angles nt —2nt'+e—2¢',n't—2n"t+2—28", 
et qui subissent deux intégrations, doivent considérablement aug- 
menter par ces intégrations; il est donc important de les déterminer 
avec soin. Sil’on considere les équations (1) et (2) de article H, on 
voit que les termes dont ils’agit résultent, dans l’expression de é¢, de 
la double intégrale 3a fndt far. Pour les obtenir, considérons 
d’abord la partie ; 


m'r cos(v' — 
= = m'B cos(o'— ¢) 


de l’expression de R, donnée dans l'article If. Si l’on y substitue 


a'[1+h'cos(n't + e¢'— ft —T)] 


au lieu de 7’, et 
; nit+e'—o2h'sin(n't+¢'— ft—T) 
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au lieu de «’, il en résultera le terme 


2a a OB ‘cy 
~mih’ (gr — B() 4- ta! ) cos(nt—an't+e—os8'+ ft+T). 
a , 7 
On a, par larticle V, 
OB an! an! a’? 
j Sie ane es Rah. ER teers eh 
‘ da’ PisEoe ii acLee) typaeeeae a? 


or, z étant & tres peu pres égal & 2n’, 4a* differe tres peu de a@’®, et 
‘ 


; ines 4a 
par conséquent —, differe peu de —>; on pourra done, sans erreur 
a a& 
: : G : 2a xe , OBO , 
sensible, substituer = au lieu de oie BM) + +@ aoF"s le terme pre- 
2 6 ws = 


cédent devient ainsi 


— ee cos(nf—an't+e—a22'+ ft+TY). 
Considérons maintenant le terme — m’ B® cos2(°’ — ¢) de expression 
-- fi —T)] au lieu de x, et 
ni + ¢— 2hsin(nt+¢e— ft —-T) au lieu de ¢, il en résultera le 
terme 


de R. Sil’on y substitue a[1+  cos(rt + 


om 


/ 2) 
m'h OBe F ; = 
(4 + 4B ) cos(ne— an t+e—a2ae'+ ft+”). 


2 Oa 


Ona, par l’article V, 


OB) eon 


i > 
Ja ee 


dot il suit que, 2 étant a fort peu prés égal & an’, on peut substituer 
i 3 (2) ae scai4s 

|; au lieu de a “ja + 4B; le terme précédent se reduit, par cette 
substitution, & celui-ci : 


mi Fh 


— —— cos(nt —an't+¢—a2e'+ ft+T). 
2a J 


On s’assurera facilement que, si l’on n’a égard qu’a action du satel- 
lite m’, la fonction R ne renferme point d’autres termes dépendants 
de l’angle nt — 2n't+- ¢ — 2¢’, et que l’action du Soleil et des autres 
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satellites sur m n’en produit point de semblables, en ayant méme 
égard au rapport qui existe entre les moyens mouvements des trois 
premiers satellites, et dont nous avons parlé dans Varticle V. En ne 
considérant done que les termes affectés du double signe intégral et 
qui dépendent de langle nt — 2n’'t +2 — 22’, et en négligeant les 
carrés des excentricités des orbites, l’équation (2) de V’article II don- 
nera 


aes 3 ni? mm 


if: ae Ah! _ epee aT) 
Anant iP ;(Pa+2 sh! ) sin(nt amt +e—22'+ ft—Vr). 


il est facile d’en conclure la partie de 2¢ qui dépend du méme angle. 
Pour cela nous observerons que si l’on réunit les deux valeurs de 2v 
et de 2v qui résultent de la formule (2) de Varticle II, si l'on n’a 
égard qu’aux termes qui renferment de doubles intégrales et que V’on 
néglige les carrés des excentricités des orbites, on aura 


oot ” an im =3 fac (Ts ae ys ae); 
R’ étant ce que devient R relativement au second satellite et la carac- 
téristique différentielle d’ se rapportant aux seules coordonnées de ce 
satellite. 
Si dans l’expression de R de Varticle | on n’a égard qu’a laction de 
Jupiter et du satellite m’, on aura, en négligeant le produit de m’ par 
V et ses différences partielles, 


d4kK st+m oe 
= + 5 


i 
PA ay eer — 2S Ph 3 


oF, On a, 4 tres peu pres, 


Ad Fa | fe a 
= Calo | A eciatr ang oe We 
partant 
{F= ay fee dz d*z' 
me di? 


— fale — Ly (y'—yf?+ (zi — z)?] 
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On trouvera de la méme maniere, en n’ayant égard qu’a l’action de 


Jupiter et du satellite m sur m’, 


q’'R’ so ai+m' Vv! dia' d* xa + dy' dy +-dz' dz 
HG we) © m dt? 
= 
— fala! a) + (yy +(e —2T*, 
partant 
if dR @R’\ _t+m Sit ualente m' Vv’ dx dax'4- dy dy'+- dz dz' 
ee meh ee m' m ww dt? 


Si lon substitue cette valeur dans l’expression précédente de 


CL aa ov! 


T 


anm' anim 
il est visible qu'il ne peut en résulter de termes divisés par 
(n—an'+ f)?; 


en n’ayant done égard qu’aux termes qui ont ce diviseur, on aura 


Ov Oo ey. 
anm! Qin nee 
et, par conséquent, 
I t 
ain'm aim 
Og == - 00 ——— ; OV, 
anm 2 


a cause de zn = 2n’ a tres peu pres. Partant 


3n'2m a! 


ONG = ——s5 
C—O eS SN Nol AGS 


(Fa {- “ GH) sin(nt—an'¢+e—2e4+ ft+T). 


Le second satellite étant relativement au troisiéme ce que le premier 
est relativement au second, on aura la partie de éy qui dépend de 
Pangle n't 2n"t + &’— 2e”+ ft+T en changeant dans I’expres- 
sion précédente de 6¢ les quantités m’, n, n', ¢, ’, a, a’, F, G, A et W’ 
dans m’, n’, n", &', &", a’, a", F’, G’, A’ eth’, ce qui donne 


3m" n!'? a' : 
oy! = Fh! +- i rn") sin (n't —an"t+ e’— 2e"+ ft +T). 


a(n'—an"+ fy 
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On peut réunir dans un seul terme les deux parties de ov’ au moyen 
des relations données dans l’article V entre les moyens mouvements 
et les époques des longitudes moyennes des trois premiers satellites; 
on a, en vertu de ces relations, 


n'—on"=n—an', nit—an't+ e'— 2e"=nt — an't + ¢ — 2¢'— 180°; 
on aura ainsi, apres cette réunion, 


3n!? 


<e ma! F/ a r) ely 5 a : . 
(— =| eta a ply A See) NA fil les OBEY UAT A ee LE ise Oe ‘ 
ot (n bp fy | a aries at 2 \ eee ote Ssin(nf—a2n't+eé 2€ + ft+T) 


Enfin, la partie de dv’ due 4 l’action du premier satellite sur le second 
donnera pour la valeur correspondante de éy” due & l’action du second 
satellite sur le troisieme, 


3m! n'? a 


Oe" = -- - ; 
(n—a2n'+f)? a 


wf ore. ; 
7 (BA + <G'h") sin (nt —2an't+e'— 2e"+ ft+TY). 


Ces valeurs de 6p, éy’ et dv” sont les seuls termes sensibles parmi ceux 
qui dépendent a la fois des excentricités des orbites et des forces per- 
turbatrices. ll est clair que les racines /,, /2, /; de l’équation en f 
donneront des termes semblables dans les expressions de 6, dv’, de”, 
et que, pour avoir les valeurs completes de ces quantités, il faut 
réunir ensemble ces différents termes. 


IX. 
Des inégalités des satellites qui dépendent de l’action du Soleil. 


Il est facile de conclure des formules que nous avons données pré- 
cédemment les perturbations des satellites qui dépendent de leur 
élongation au Soleil; mais la lenteur du mouvement de Jupiter dans 
son orbite donne une valeur sensible 4 quelques inégalités dépen- 
dantes de l’action du Soleil, et d’une espéce différente de celles que 
nous avons considérées jusqu’ici. Nous allons done examiner parti- 
culiérement les inégalités des satellites dues & l’action du Soleil en 


les tirant immédiatement des équations différentielles de larticle H. 
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Si l’on n’a égard qu’a l’action du Soleil, on a, par larticle I, 


= 
2(aX+yV¥+2Z)+r?]’. 


En réduisant cette expression de R en série et en négligeant les 


termes de l’ordre aa on aura 


R= 


S [2 3(@% + yY¥ +<Z)? S 
Te ° 
2D* D? D 


Si l’on néglige les carrés des inclinaisons des orbites et qu’ainsi l'on 


suppose 
X— DcosIl, Y =D sinJ, 
Bear COSe, TT SIs 
on aura 
S ree 


R=— 3 cos2(v — II)], 


bo ope 


et ’équation différentielle (1) de l’article II deviendra 


a RY Gesuils or = fal + 


det? 


D3 ‘pr cos2(¢ ~ TL) | 


Les 


(¢—II)]. 
Si, dans cette équation, on substitue au lieu de II la longitude 
moyenne du Soleil vu de Jupiter, et qui est égale a 

180°-+ Mé-+ A, 


Mt+A étant la longitude moyenne de Jupiter; si l’on substitue 


encore 
ali+hcos(nt+<«— ft —T)| 
au lieu der, et 


nt + e— 2hsin(nt+e— ft —T) 
au lieu de ¢, on aura un terme dépendant de I’angle 


nt+e—2Mt—2A+ ft+T, 


et qui, acquerant, par l’intégration, un trés petit diviseur, peut 
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devenir sensible, quoique multiplié par A; il est donc nécessaire 
d’y avoir égard. Ainsi, en négligeant M relativement & 7, en nom- 
mant D’ la moyenne distance de Jupiter au Soleil, et en observant 


4 x x \ Ss 97 . . , . , 
que l’on a, a tres peu prés, M?= p2 Péquation différentielle preé- 


cédente deviendra 


= ATOr aor or 
oe ah a 


— 9M*hcos(nt—2Mé+ ft+e—2A+TP), 


— 4M?— 3M® cos2(né—Mé+e—A) 


ror 


Nous n’aurons égard, dans la valeur de —,-, qu’aux termes qui dépen- 


a 
dent des deux angles 


ant—2Mti+2¢—2A et nt—2Mt+ ft+e—2A+T, 


parce que nous avons déja considéré, dans nos articles précédents, les 
termes de cette valeur, qui sont constants, et ceux qui contribuent aux 
variations de l’excentricité et de l’aphélie. Cela posé, on aura, en inté- 
grant l’équation precédente et en négligeant M, f et N — 7 vis-a-vis 
de n, 


ror M? 
=— —7 0082 (nt —Mt-+2—A) 


a? 
9 M?h Ye 
an(2M+N—n—/) 


- cos(nt —2Mt+ ft+e—2A+TP). 


Si l’on substitue cette valeur dans la formule (2) de I’article H, on 
trouvera, en n’ayant égard qu’aux mémes arguments, 


2 
(eels Laue Cy eee eee ee 

Sune. 
oM?h 


n(2M+N—xn—f) 


sin(mé— 2Mé+ ft+e—2A+T). 


La valeur de éy renferme encore un terme sensible dépendant de l’ex- 
Mae tt a : Sr? 
centricité de l’orbite de Jupiter. En effet, si dans le terme — a de 
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expression de R on substitue au lieu de D sa valeur 
D'[1+ Ecos(M¢+A—B)], 


E étant l’excentricité de lorbite de Jupiter et B étant la longitude de 


son aphélie, ce terme deviendra 


eo M?r? 
4 


[1— 3Ecos(M¢+A—B)]. 


La partie 2an f dir de l’expression de éy de l'article II produira 


donc le terme 


oS Esin(Mé+A—B). 


En rassemblant ces différents termes, on aura, par l’action du Soleil, 


2 


11M 


OO == gpr Sin(ant—2Mé¢+2e—2A) 
7 9oM7h . 
n(ioM+N—n =f) sin (nt — 2M¢ + ft+¢ ae 2A ae r) 
“+ UT avd gin wasp 


nv 


Le premier de ces termes répond 4 la variation dans la théorie de la 
Lune; le second terme répond a l’évection et le troisieme terme répond 
a l’équation annuelle. 

L’action du Soleil sur les satellites produit encore, dans leurs mou- 
vements, des inégalités sensibles dépendantes des variations séculaires 
de l’orbite et de l’équateur de Jupiter; ces inégalités sont analogues a 
celle que j’ai reconnue dans le moyen mouvement de la Lune, et dont 
jai donné les lois et la cause dans nos Mémoires pour l’année 1786 ('): 
on pourra les déterminer par l’analyse dont j’ai fait usage dans les 
Memorres cités; mais, comme dans l’intervalle de deux ou trois siécles 
elles se confondent avec les moyens mouvements des satellites, il est 
présentement inutile d’y avoir égard. 


(1) Ci-dessus, p. 243 et suivantes. 
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Xi. 
Du mouvement des satellites en latitude. 


Pour déterminer ce mouvement, nous reprendrons l’équation (3) 
de l’article II, 
ad's (1+m)z OR 
ii etaear aad is 6 
dl? re Os 


Si lon néglige les produits de trois dimensions de z et de <’ et celui 
de V’ par m’, on aura par l’article I, en n’ayant égard qu’a l’action de 
Jupiter et du satellite mm’, 


0 m! z! m'(z'—s) ov 


is ure! Bale ae - ¢— (+m). 
é ‘ [7? — arr’ cos(»’— 9) + r?]? 03) 


; é ov ; 
Pour déterminer —, nous observerons que l’on a, par l'article II, 
Oz p 


Supposons que z, soit ce que devient z, dans la supposition ot le 
satellite m serait mi sur le plan méme de l’équateur de Jupiter; on 
aura z — 3,=ry. et, par conséquent, 


ACE 280) Ceara) aie a 


pe Oe 


ce qui donne, en observant que 7?= a? + y?-+ 3? et en négligeant les 


termes de l’ordre z°, 
OV. (p39) (2%:— 32), 
Os Tas : 


l’équation différentielle en z deviendra ainsi 


Fee te aaa) Be Sinaia, Pie nw BE et oso) Ai 
dt? r? Tr? r® 

Te! (oe 

+ jaa 

[7?— arr’ cos(v’—¢) +r? ] 


rae 
2 
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Nous négligerons ici les termes dépendants a la fois des excentricités 
et des inclinaisons des orbites; nous supposerons conséquemment 
dans l’équation précédente 


r=a+d, P= as P= nbs. p =n't-—e'; 


nous supposerons ensuite 3 = 7s, 3,—=7s,, 3: =r's’, en sorte que s et s’ 
seront les sinus des latitudes des satellites m et m’ au-dessus du plan 
fixe, sinus que l’on pourra confondre avec les latitudes elles-mémes, 
a cause de leur petitesse; s, sera la latitude de la projection du satel- 
lite m sur le plan de l’équateur. Cela posé, l’équation différentielle 
précédente se changera dans la suivante, en y substituant 7? au lieu 


1+m 
dee 
a 
d?s or o— 39 
o= =, +7?s(1—3— 4+ 34 —34 
dt? Ze pies 
-adsdér | s@or_ an*(p—49) 
ada oan OF ; 
aks 
s 
ade emia (s— <=) 
WORM TER 5 ay 
2 : 3 
a 2 


[a?— 2aa' cos(n't —nt+e'—¢)+ a] 


Nous suivrons pour déterminer s, s,, s’ le méme procédé qui nous a 


: . Sues . peor recon th a 
servi dans l'article VII & déterminer —,-, —,-> ---- Ainsi nous n’au- 


rons d’abord égard qu’aux termes qui dépendent du sinus et du 
cosinus de l’angle nt + ¢. Pour cela, il faut conserver dans |’équation 
différentielle les termes dans lesquels s et s, sont multipliés par des 
constantes; il faut retenir encore ceux dans lesquels s’ est multiplié 
par cos(n’¢ — nt + e’— «), parce que le produit de ces deux quantités 
donne un terme dépendant de l’angle né +- «. 


, p : a ; 
Maintenant, si l’on suppose 7 = %, ona, par l’article VI, 


1 


SJ] 


b 


(a?— 2aa'cos(n't — nt + ¢'—¢)+ a") 


(2) I ff . 
7a 3 cos2(n tantre—e)+...|3 
2 2 


J I 
= ai| 3 b® + bY cos(n'é—nt-+-e'—e) +b 
3 3 
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Péquation différentielle en s deviendra done 


2 4 I 3 \ 

oo AG Site age eps ea oe ee yt 
al? a @e 2 2 
one ea? 


S,;— ne? m' oc? b's! cos(n't — nt + e'—e). 


da 


db) 
= AISA AOE ae pees + 4m! a?\ abi = z 
dt? ae 2 “3 


sts, — nm! bs’ cos(n't — nt + e'— 8). 
a~ oe 
2 


Pour intégrer cette équation différentielle, supposons 


s = sin(nt +¢ +pt—A), 
s'= l'sin(n't +.e'+ pt — A), 


S$, —Lsin(nt +2 +pt—A); 
la comparaison des coefficients de sin(né + ¢-++ pt — A) donnera 


—; ab\? ree Tear Oe es 
Oras f p =e pe DO oF RCBOn aye a. 


2 a” 4 


On trouvera facilement, par l’article VI, 


dg SO 
eB Hoke 2 — pit); 
3 da (1 — a?)? 3? 


en multiphant donc par nT |’équation précédente entre /, l’ et L, 
T étant la durée d’une année julienne, on aura 


reads aa oe? p(2) 
my p—+9 _3m' nT | ep Mee _ 3m'nT -i 
o=i| ot = nT 4 eeu Cee Mee nTL i eats 4 
On a, par l’article VII, 
PIA) 
Bache eee ee Ta “3 
a f 
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ainsi, en supposant pT = g, on aura 
o=l[q— (0) —(0,1)] + (0)L + (0,1) l’. 


L’action des satellites m”, m” et celle du Soleil ajoutent a cette équa- 
tion des termes analogues a ceux que produit l’action de m’, et l’on 
trouvera, comme dans l’article VII, que, si ’on nomme J’, Z” et L’, 
relativement aux satellites m”, m” et au Soleil, ce que / et /’ sont rela- 
tivement am et m’, on aura, en vertu des actions réunies de Jupiter, 
des satellites et du Soleil, 


o ee eee 


++ (0) L-+ (0,1) 2-4 (0,2) 1" + (0,3)1" + [oe] L'. 


On trouvera de Ja méme maniére 


(k!) o=l[g—(1)=[ 4 ]— (1,8) = (1,2) — G,3)] 
+ (1)L + (1,0) 2+ (1,2) 2"+ (1,3)07+ [1 JU, 

a o=l[q —(2)—[ 2 J— (20) — (2,1) — (2,3)] 
+ (2)L+(2,0)2 + (2,1)’+ (2,3)1"+ [2 ]L’, 

= o=l"[¢—(3) [3] — (3,0) — (3,1) — (3,2)] 


+ (3)L + (3,0) + (3,1) 2! + (3,2) 0"+ [3] L 


I] existe encore entre les quantités /, /’, 1’, 7", L, L’ et g d’autres 
équations qu'il est nécessaire de considérer. La valeur de L’ dépend 
du déplacement de l’orbite de Jupiter; or il est clair que les satellites 
et la figure de Jupiter ne peuvent influer que d’une maniére insensible 
sur ce déplacement. Ainsi les équations qui déterminent L’ sont indé- 
pendantes de J, /’, 2’, l”, et nous pouvons supposer L’=o lorsque 
nous déterminerons les valeurs des quantités précédentes relatives i 
action de Jupiter et des satellites. 

La valeur de L dépend du déplacement de léquateur de Jupiter; or 
ce plan change en vertu des actions réunies du Soleil et des satellites; 
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L dépend donc des quantités /, 1’, /’, /” et L’. Je trouve, par une analyse 
qu il serait trop long d’exposer ici, que, si l’on suppose 


‘ 34, f OR2dR 
~ a fOR dR 


y, étant le rapport de la durée de la rotation de Jupiter 4 la durée de sa 
révolution sidérale, 4 étant la densité d’une couche de Jupiter dont le 
rayon est R, et les intégrales étant prises depuis R = 0 jusqu’a R égal 
au rayon de l’équateur de Jupiter, que nous prendrons pour unité de 
distance, ona 


o=qL—E(p —$o)MT(L—L’) 


(A) | ee nAVAET (0) Ya(L—1) + m'(x) Val (L— l') 

+ m"(2) Va" (L—t") + m"(3)¥a"(L— 1)], 
équation dans laquelle on doit observer que T est la durée d’une année 
julienne, que MT est le moyen mouvement sidéral de Jupiter dans cet 
intervalle, et que 7 est le rapport de la durée d’une réyolution sidé- 


rale de Jupiter 4 la durée d’une révolution sidérale du satellite mm. 
Considérons d’abord les valeurs de J, 2’, l’, 7”, qui sont relatives au 

déplacement de l’orbite et de l’équateur de Jupiter. Pour cela, nous 

donnerons aux équations (4), (4’), (4”), (4”) les formes suivantes : 


o=(L—1)[q¢—(0)—[e ]— (9,1) — (02) — (0,3) | — gL 

+ (0,1) (L— l') + (0,2) (L— 0") + (0,3) (L—l") + [o ](L—L’), 
CU lg) io) en (r38)-=r,3)] gh 

+ (1,0) (L— 2) + (1,2) (L—2") + (1,3) (L—1") + [ir J (L—L’), 
Qs= (Li i") [g—(2)— eal => \( 250), = (2,5) ies (2,3) ag 

+ (2,0) (L—2) +(2,1)(L—l)+ (2,3) (L—1")+ [a ](L—L), 
o=(L—l")[q—(3) — [3] — (3,0) — (3,1) — (3,2)| —@L 

+ (3,0) (L— 2) + (3,1) (L—U) + (3,2) (L—l") + [3] (L—L’). 


(1) 
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Si l’on substitue dans ces équations, au lieu de gL, sa valeur donnée 
par l’équation (4), on aura quatre équations entre les indéterminées 
L—ZL—/,L—l’,L—2",L—L'etg. 

Supposons maintenant que la valeur de q soit relative au déplace- 
ment de l’orbite de Jupiter et au mouvement moyen des équinoxes de 
son équateur. Cette valeur est considérablement plus petite que (0), 
(1), (2), (3), (0,1), ..., parce que l’orbite et les équinoxes de Jupiter 
se meuvent avec beaucoup plus de lenteur que les orbites des satel- 
lites, comme on le verra ci-aprés. On peut donc alors négliger q vis- 
a-vis de (0), (1),.... On peut encore négliger, sans erreur sensible, 
vis-a-vis des mémes quantités et méme relativement a 


foc, as a [3], 


les quantités suivantes : 


E(o —4o)MT, NAV 4B mo) Va, 2A Bm! (1) Va, 
Cela posé, si l’on fait 
L—l =v (L—L’), 
Lea 
L—l’=y"(L—L), 
L Sse ean’y, 


on aura, pour déterminer vy, v’, v’, v”, les quatre équations suivantes : 


lov [(0) + [0 HE (0, 1) + (0,2) + fo, 3) |— (0, 1) v’— (0, 2) v”— (0, 3) v”— [| 
o=v' [(1) + [2] +(,0) + 6,2) + (1,3)]—(1,0)¥— (1,2)9"— (1,3) 9"— [7], 
an [(2) aiff [ 2 |-4.(2,0) ++ (2,1) + (2,3) )|—, 0)v — (2, 1) v’ — (2,3) ¥”— ) 


Lo ay" 3) =n ea + (3,0) + (3,1) + (3,2)|— (3,0)v— (3, 1)’ — (3, 2) v” — < 


La latitude du satellite m au-dessus de l’orbite de Jupiter est égale 
a X(¢— L’) sin(né + + pt — A), la caractéristique intégrale 2 ser- 
vant ici a désigner la somme de tous les termes de la forme 


(2— L’) sin(nt + ¢+ pt—A) 
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qui entrent dans l’expression de la latitude du satellite au-dessus de 
Vorbite de Jupiter. Si l’on n’a égard qu’aux termes qui dépendent du 
déplacement de l’orbite et de l’équateur de Jupiter, ona 


L—l=v(L—L’ 
et, par conséquent, 

(—L’=(1—v)(L—L)); 
ainsi, en n’ayant égard qu’a ces termes, on aura 


2(/— L’) sin(né+¢+ pt —A)=(1—v) 2(L—L’)sin(nté+¢e+ pt —A). 


Sile satellite m était mt dans le plan de l’équateur de Jupiter, sa 
latitude au-dessus du plan de l’orbite de Jupiter serait 


2(L—L’)sin(nt+¢+ pt— A); 
l’expression 
(1— v) 2(L—L’) sin(nvé + ¢ + pt —A) 

de la latitude du satellite au-dessus de lorbite de Jupiter est donc la 
méme que si le satellite était mi sur un plan qui passerait entre les 
plans de l’équateur et de Vorbite de Jupiter par la commune inter- 
section de ces deux derniers plans, et dont l’inclinaison sur le plan de 
l’orbite serait a l’inclinaison de l’équateur sur l’orbite dans le rapport 
de r—v aVunité. Soient donc W Vinclinaison de l’équateur de Ju- 
piter sur le plan de son orbite, et I la longitude de son noeud ascen- 
dant sur cette orbite, cette longitude étant rapportée a l’axe fixe 
des x; la latitude du satellite m au-dessus de l’orbite de Jupiter sera, 
en n’ayant égard qu’aux termes qui dépendent du déplacement de 
l’équateur et de l’orbite de cette planete, 


(1—v)Wsin(nt +e —I). 

Considérons les valeurs de /, /’, ’, /’ et g qui dépendent de l’action 
de Jupiter et de ses satellites; la valeur de g est alors beaucoup plus 
grande que les quantités E(o — $¢)MT, nV Em (0) Va, Rees ainal 
la valeur de L est, en vertu de l’équation (4"), extrémement petite; 


d’ou il suit que le mouvement de l’équateur de Jupiter dépendant du 


Okuvres de L. — XI. hd 
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mouvement des orbites des satellites est insensible. On peut donc, 
dans les équations (4), (#’), (4"), (A"), supposer gL = 0 et L'= 0; si 
de plus on y suppose 


V=21, [Ez We Li NG x 


on aura quatre équations entre les indéterminées A, A’, A” et g, d’ou 
l’on tirera g au moyen d’une équation du quatriéme degré. Soient ¢, 
dis Ja» Ya les quatre racines de cette équation, et désignons par 


/ y / " ' y 
An, Loe Fis da, Nes ae das Nes MN 


ce que deviennent A, A’, A” lorsque l’on y change successivement ¢ 
dans g,, g, et g,3 supposons enfin que s, s’, s”, s”, au lieu d’exprimer 
comme ci-dessus les latitudes des satellites m, m’, m”, m” au-dessus 
du plan fixe, expriment leurs latitudes au-dessus de l’orbite de Ju- 
piter, latitudes qu’il nous importe de connaitre dans le calcul des 
éclipses; nous aurons 
s =(1—v)Wsin(nt+e¢—T1) 
+d sin(nt+e+qt —A) 
+ d,sin(né+ e+ g,t— Ay) 
+ I, sin (nt + € + gat — Ag) 
+ l;sin(né+ e+ g3t— As), 
s'= (1—v’) Wsin(n'té + e’—]) 
+A l sin(n’'t¢+e+ qt —A) 
+, &sin(n'é+ e'+ q,t— A,) 
) 
) 


+ Ag lysin(n’t + e’+ qot— A, 
+ A; l;sin(n't+ ¢’+ g3é—A;), 


s’= (1— vw") W sin(n”t + e”— I) 
+A 2 sin(n"é+e"+ qt —A) 
+N, ed, sin( nt + e+ q,t— Ay) 
+ i, l,sin(n"t + e"+ q,t— A,) 
+ Mls sin(n"t + e"+ q3t— As), 


s”= (1— v”) Wsin(n”t + e”—1) 
+A"1 sin(n”t+ e+ gt —A) 
b AL, sin(n”é + e”4+- g,t— Ay) 
+A, 4sin(n™t + "+ g,t— Ag) 
+ AZ dssin(n” é +-e”+ q3t— As), 


| 
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¢ étant ici le nombre des années juliennes écoulées depuis l’époque 
ott lon fixe l’origine du temps. 

Les valeurs de /, A, Z,, A,, 4, Ay, d;, A, sont constantes et arbi- 
traires, mais les valeurs de W et de | changent par le mouvement de 
lorbite et des points équinoxiaux de Jupiter. Pour déterminer ces ya- 
riations, nous observerons que l’on a, par ce qui précede, 


W sinI=— 2(L—L/’) sin(gt— A), 


WeoslI= 2X(L—L’)cos(gt—A), 
ce qui donne 


GE Sil Wiyctsige = A), 
d(WcoslI : 
( i wes Xq(L—L’) sin(qt— A). 


Mais, si l’on nomme W” ’inclinaison de Vorbite de Jupiter sur le plan 
fixe, et I’ la longitude de son noeud ascendant sur ce plan, ona 

W" sinl’= — XL’ sin(gé — A), 

W'cosI’= ZL'cos(gt—A), 
ce qui donne 


cikad an a ee 
mp —— 2qL cos (gt == A), 
/ Hi 

A COST) —— Eq! sin(gt — A); 


de plus, le systéme des équations (4), (4), (4”), (A") et (A’) donne 
pour gL une expression de cette forme 


gh =6(L—L’. 
On aura done 
7 LT as I 
eas eye oe te 
ee = 6W sin] — a D 
d’ot l’on tire 
a Atl Behe ee, 
> amar a cos(1/—I)+ ¥ We sin (I’— I), 
/ al! 
we et ae sin (I'—1) — WS cos(1'—1), 
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é exprimant le nombre des années juliennes écoulées depuis l’origine 
du temps. Au moyen de ces équations, on aura les variations diffé- 
rentielles de W et de I par celles de W”, I’, qui sont données par la 
théorie de Jupiter; on pourra donc ainsi déterminer les variations 
séculaires du neeud et de l’inclinaison de l’équateur de Jupiter sur son 
orbite. Pour déterminer 6, l’équation (4"") donne 


6=E(p — 40) MT 


nave E| my ( 0) Va + mv! (1) Val + m"v" (2) Va" + my" (3) Va" |. 


Si lon multiplie les quatre équations (L) respectivement par mya, 


m [om 


m Va, m’va",m" va", et quensuite on les ajoute, on aura, en vertu 
des relations trouvées dans I’article VII, entre les quantités (0, 1) et 


(15.0 \ya( 05.2) Ct 250), 
my (o)Va+ mv! (1) Val + mv" (2) Val + my" (3) Va" 
= 0 |Va (1—v) +m’ | 1 | Va" (1-- v’) 
+m! “se | Va" (1 ey ae il liye Val" Che yl") 
on a ensuite, par l'article VII, 


3M?T 3M?T 


8 \Va= = Ve= a, 
et l'on trouvera des expressions semblables pour 


[# ]ve', [2 |ya’, 


On aura, cela posé, cette expression fort simple de 6, 


4 [3(p —39) + mI —»)a4+ m'(1— v')a? + m"(a— v") a? + m™(1—v" al]. 


XI. 


Considérons présentement les inégalités périodiques du mouve- 
ment des satellites en latitude. Pour cela, nous reprendrons l’équation 
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différentielle en s, de l’article précédent, 


d’s 30r 3(p — 4) 2dsdér  sd?or e—1o 
= —— ns i fle Py 2 ue a? 
dia | a a? a5 a dl? ad? a 
Gas: 
a's n?m' a (s — —) 
n?m'a Ute a 
q!? 


3 
[a?-— 2aa'cos(n't —nt+e'—¢) + a’?]? 


Si lon prend pour plan fixe celui de lorbite primitive de m, alors s 
sera de l’ordre des forces perturbatrices, et, en négligeant les produits 
de deux dimensions de ces forces, l’équation précédente deviendra 


d*s p—3? 
Oe 22) SENSES O07 2 
dt? a 


n2m' a? 


a8 ey 
' n*m'ara's 


qi? 


3 
[a?— 2aa'cos(n't —nt+e'—e)+a'?]? 


s’ étant ici la latitude de m’ au-dessus de l’orbite primitive de m, et N? 
étant égal au coefficient constant de s dans l’équation différentielle 
en s, en sorte que nous pourrons supposer 4 fort peu pres ict 


Sage 
Nen(i+ ms). 
a 


Cela posé, les termes de l’équation différentielle, qui dépendent de 
langle 3nt — 4n’t + 3¢ — Ge’, acquierent un grand diviseur par les 
intégrations, et peuvent par la devenir sensibles. En n’ayant égard 
qu’a ces termes, la fonction 


— nm! aa’ s' 


2 
[a?— 2aa’ cos(n't — nt+ e’—e)+ a]? 


devient 


> 
. a” 
— nm! —. bY) s'cos3 (nt — n't +6 — 8); 
“ae = 
2 


or on a 
s'= (U— 1) sin(n't + e+ gqt— A); 


la fonction précédente donnera donc le terme 


'— gt + A). 


Oo 
roy 
as 
~ 


-———- (f'-— 1) b?) sin(3nt — 4n'i+ 
2 
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En le substituant dans l’équation différentielle en s, on aura, apres 


les intégrations, 


ni m' a? (l'— Ll) bY sin(3né — 4n't + 3¢ — 4e'— qt + A) 
3 
== 


2a'*|(3n —4n'—q)?—N?] 


Il est clair que les différentes valeurs de g et de /’— / donneront dans 
l’expression de s autant de termes semblables au précédent. 
Le diviseur (37 — 4n’— q)? est égal a 


\ 


(3n —4Gn'—N—q)(3n— 4n'+N—qQq), 


q étant fort petit relativement a7, N étant tres peu différent de 7, et 
n étant a peu prés égal & 27’; le facteur 3n — 4n’'— N — @ est fort 
petit, et le facteur 3n — 4n’'+N—q est a peu prés égal a 2x, en sorte 
que le diviseur précédent se réduit & peu pres & 2n(3n—4Gn’'—N—Q), 
ce qui donne 


m'an(l'— 1) bY sin(3nt—4n't+ 3¢ — he'— qt +A) 
§a?(3n—4n’—-N—@) ; 


Ave eas 


Ces inégalités de s surpassent considérablement toutes les autres qui 
résultent de l’action des satellites sur m, a cause de la petitesse du 


diviseur 32 — 4n'— N — q; ce sont, par conséquent, les seules dues 
a cette action auxquelles il soit nécessaire d’avoir égard; mais l’action 
du Soleil produit dans la valeur de s une inégalité que la petitesse de 
son diviseur peut rendre sensible. Pour la déterminer, nous observe- 
rons que la fonction 


TOO a col! 


—n*m'ara's 


[ a — 2@a'cos(n't — nt+e—2')+a']?« 


role 


devient, relativement au Soleil, 


n?Sa*s! 3a 
pe |! 


preos(nt—Me-+e—A)]. 
Or on aici 
s'= (L'— 1) sin(Mé + A+ gt—A); 
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on a de plus 


nN ae2=1 et ——. — M?. 
La fonction précédente donnera done le terme 
$M?(L'— /) sin(nt— 2Mé+e—2A—gt+A); 


en le substituant dans l’équation différentielle en s, on aura, aprés les 
intégrations, 


3M?(L!— Z) sin(nt — 2Mt+2e¢—2A—gqt+ A) 
2[(n — 2M — q)?— N?] a 


Orona 


(m7 — 2M — q)?— N?=(n—2M—N—gq)(n—2M+N—Q). 


Le facteur n — 2M — N — q est tres petit, et le facteur n—2M+N—q 
est, a fort peu prés, égal & 27; en réunissant donc les parties pério- 
diques de s, qui sont dues 4 l’action des satellites et du Soleil et qui 
peuvent étre sensibles, on aura 


m!'an(l'— 1)b2) sin (3nt — 4n't + 3e—4e!— qt+ A) 


aN ha? (3ni-bri— Ng) 


e. 3 M?(L’— ¢) sin(né —2Mé+¢—2A—gt+ A) 
4n(n—2M—N—q) 


Cette valeur de s est la partie périodique de la latitude du satellite m 
au-dessus de son orbite primitive; il est clair que, en l’ajoutant a la 
valeur de s, déterminée dans I’article précédent, on aura l’expression 
complete de la latitude du premier satellite au-dessus de l’orbite de 


au moyen de la formule 


joo 


Jupiter. On déterminera la valeur de 0° 


h 


71+ a) 5’ — hab 
2 > 


es 


bis 
3 (reso)? 
qu’il est aisé de conclure des formules de l’article VI. 

Considérons de la méme maniére les inégalités périodiques du 


mouvement en latitude du second satellite au-dessus du plan de 
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son orbite primitive. L’équation différentielle en s deviendra, rela- 
tivement au second satellite, en n’ayant égard qu’a l’action du pre- 


mier, 
ah an'?(p — $9) 
tS Ae 27 UY 
Cran eg a? iv 
n= ma”? n'*ma" as 
S§ ’ 
a i 


[a?— 2aa' cos(n't — nt + e'— e) + a2]? 


N’ étant a tres peu pres égal a (1 -- p—it). Les termes de cette 


équation différentielle, qui dépendent de l’angle 2nt — 3n't+2¢— 3%, 
acquiérent un grand diviseur par les intégrations et méritent, par cette 
raison, d’étre conservés. En ne considérant que ces termes, on trou- 
vera 


man Sas) OF 
= 


scjp sin(2nt — 3n't + 26 — 3e'— qt 4+- A). 
4a'(an —3n'-— N'’—gq) Cy ie d ) 
L’action du troisiéme satellite ajoute encore a l’expression de s’ un 
terme qui peut devenir sensible par son grand diviseur et qui est 
analogue & celui que l’action de m’ sur m produit dans |’expression 


des; en nommant donc 6,” ce que devient 5°” relativement au second 
2 


ts] 


et au troisieme satellite, on aura, pour la partie de s’ dépendante de 
Paction de m’, 


ma n'(l'— U) bf sin(3n't — 4n"t + 36'— he" gt +A) 


ees 


ha?(3n'—4n"--N'—q) 
On a, par l'article IV, 
oT 31 == 37 —— are 


sin(2nt—3n't + 2¢—3e'—qgt+A) 


vy 


= sin(3n'é—-4n"t+32'— he"—qtit+ A); 


on pourra donc ainsi réduire dans un seul les deux termes de l’ex- 
pression de s’ qui dépendent de l’action du premier et du troisiéme 
satellite, et, en y joignant le terme qui dépend de l’action du Soleil, 
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on aura pour l’expression complete des inégalités périodiques du mou- 
vement du second satellite en latitude 


ma a” ; 
. E (l— ObaNias me" 73 (ll — ow | 
4(2n —3n'— N'—q) 


3M?(L’— /') sin(n't — 2Mé+ e'—2A—gt+ A) 
4n'(n'—2M— N'—@q) 


sin(2né— 3n't + 2¢ —3e'— qi+ A) 


On trouvera de la méme maniére, pour la partie périodique de s” qui 
peut étre sensible, 


man" (U— l") bf) 
eo oh 
~ 4a"(an'—3n"—N'—@) 


,, 3M%(L'— 0") sin(n"t — aMe+ e"— 2A —qt+A) 
4n"(n"— 2M — N’— @q) 


s sin(2n't — 3n"t + 2e’— 3e"—qt+ A) 


2 


N” pouvant étre supposé a tres peu pres égal a 


ae ot 
ta mee aia ®). 


Enfin on aura, pour la partie périodique sensible de s”, 


3 M?(L' — 2”) sin(n"t —oMt + e”— 2A — qt +A) 
he p= 2M — N’— q) z 


— 
= 


N” pouvant étre supposé a tres peu pres égal a 
p— A 
n" (: eb eae , 


XII. 


De la durée des éclipses des satellites. 


Nous n’observons point immédiatement le mouvement des satel- 
lites de Jupiter autour de cette planete; leur élongation, vue de la 
Terre, est si petite, que les plus légeres erreurs dans les observations 
en produisent de plusieurs degrés dans leurs mouvements jovicen- 
triques; mais leurs éclipses offrent un moyen incomparablement plus 
exact pour déterminer ces mouvements, et c’est a l’observation de ces 

OEuvres de L. — XI. 46 
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phénoménes que nous devons la connaissance de leurs inégalités. 
Jupiter projette derriére lui, relativement au Soleil, un cone d’ombre 
dans lequel les satellites se plongent pres de leur conjonction; les 
orbites des trois premiers satellites sont toujours inclinées a l’orbite 
de Jupiter de maniére que ces satellites s’éclipsent a chaque révolu- 
tion, mais le quatriéme cesse souvent de s’éclipser et cela, joint a la 
durée de sa revolution, rend ses éclipses plus rares que celles des 
autres satellites. | 

Un satellite disparait & nos yeux avant qu’il soit entiérement plongé 
dans l’ombre de Jupiter. Sa lumiere, affaiblie par la pénombre et parce 
que son disque s’enfonce de plus en plus dans l’ombre de la planéte, 
devient insensible avant qu’il soit totalement éclipsé. Au moment ot 
nous cessons de le voir, son centre est donc a une certaine distance 
du cone d’ombre de Jupiter, et, si l’on concoit a cette distance un nou- 
veau cone d’ombre qui ait le méme axe que le cone réel, et qui s’ap- 
puie comme lui sur Jupiter, entrée du satellite dans ce cone fictif 
et sa sortie détermineront pour nous son immersion et son émersion. 

Ce cone fictif n’est pas le méme pour tous les satellites; il dépend 
de leur distance apparente 4 Jupiter, de l’aptitude plus ou moins 
grande a réfléchir la lumieére dont jouissent les parties du disque que 
nous voyons les derniéres dans l’immersion et celles que nous yoyons 
les premieres dans l’émersion; il dépend des distances de Jupiter au 
Soleil et a la Terre, distances qui, par leurs variations, changent l’in- 
tensité de la lumiere que nous recevons des satellites; enfin, il peut 
dépendre des variations de l’atmosphere de Jupiter. La plus grande 
durée des éclipses d’un satellite ne peut donc point nous faire con- 
naitre exactement celle des autres satellites; mais la comparaison de 
ces durées doit nous éclairer sur l’influence des diverses causes que 
nous venons d’indiquer. La force des instruments dont se sert l’obser- 
vateur, l’élévation de Jupiter sur horizon, la pureté de l’atmosphére 
terrestre font varier encore les cones d’ombre fictifs. Toutes ces causes 
répandent de l’incertitude sur les observations des éclipses des satel- 
lites, et principalement sur celles du troisiéme et du quatrieme. Heu- 
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reusement, on peut observer assez fréquemment|’immersion et l’émer- 
sion de ces deux satellites dans les mémes éclipses, ce qui donne 
instant de leur conjonction d’une maniére assez précise et indépen- 
dante de la plupart des causes dont nous venons de parler. 

Maintenant, soit 2« la plus grande largeur du cone d’ombre fictif 
d’un satellite, dans la partie ou il est traversé par ce satellite; soit, au 
moment de la conjonction, Z la hauteur du satellite au-dessus de l’or- 
bite de Jupiter et 7 sa distance au centre de cette planéte; si dans cet 
instant on fait passer par le centre du satellite un plan perpendiculaire 
a lorbite de Jupiter et a l’axe du cone d’ombre, la section de ce cone 
par ce plan sera, a fort peu pres, une ellipse semblable au méridien de 
Jupiter dont on peut supposer ici l’équateur confondu avec le plan de 
son orbite 4 cause du peu d’inclinaison respective de ces deux plans. I] 
résulte de l’article III que, le rayon de l’équateur de Jupiter étant pris 
pour unité, son demi petit axe est, a fort peu pres, 1 — p; ainsi & sera 
le demi grand axe de la section précédente et (1 — p)a sera son demi 
petit axe. Soient x, y, z les trois coordonnées du satellite au moment 
de son émersion, le plan des x et des y étant celui de l’orbite de 
Jupiter, et l’axe des a étant l’axe méme du cone d’ombre; on aura, a 
trés peu pres, 

(Oe) ee ye a 

La valeur de a, dans cette équation, n’est pas rigoureusement la méme 
que la plus grande largeur de la section qui passe par le satellite au 
moment de son émersion, mais la différence est insensible, comme 
nous le verrons bientot. 

Nommons ¢, l’angle décrit autour de Jupiter par le satellite depuis 
sa conjonction jusqu’a son émersion, en vertu de son mouvement syno- 
dique; le rayon vecteur 7 variant fort peu dans cet intervalle, on aura 


yt + (2— 2)? 7"? sin’ 9, ; 
mais on a, a tres peu pres, 


=Z-+ sing oe 
itt ‘dv? 
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en négligeant donc les quantites de l’ordre Z? sin*¢,, on aura 
Gh ae 7? Sitti, 

ef, par conséquent, 


f OZ. 
(1— p)? (a? — r* sin? 9,) = Z? + 2Z—— sin v1, 


d’ot' lon tire 
POL 


Uf fern - 
: av a Z va LON 
Wee geo VAG i erage! 


s étant le sinus de la latitude du satellite au-dessus de l’orbite de 


Jupiter, a instant de la conjonction, on a Z=7rs; on aura done 


a hl s Os on (@ SEN OMe Os : 
Foetal uk a7 Onan Tat eesG G 1—p 


Cette expression, prise avec le signe -+-, indique le sinus de I’arc 
P P $ 


décrit par le satellite, en vertu de son mouvement synodique, depuis 
la conjonction jusqu’a l’émersion; avec le signe —, cette expression 
indique le sinus de ce méme arc, depuis immersion jusqu’a la con- 
jonction, pris négativement. 

Soient T le temps que le satellite emploie a décrire la demi-lar- 
geur x du cone d’ombre, en vertu de son moyen mouvement syno- 
dique, et ¢ le temps qu’il met a décrire l’angle »,. La vitesse angulaire 
étant a nous ferons 

dy 


Sea oo 


X étant une trés petite quantité. De plus, a étant la moyenne distance 
du satellite de Jupiter, = est le sinus de l’angle sous lequel la demi- 


largeur @ serait vue a cette distance; soit 6 cet angle, on aura, & trés 
peu pres, 
Te 
ees ae GX), 


Si Pon substitue dans cette expression, au lieu de ¢,, son sinus qui en 
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différe trés peu, au lieu de sing,, sa valeur précédente, et 6 au lieu 


a 
de —> on aura 
Os 


aire =/[E- | E ail 


Si Pon n’a éegard qu’aux équations du centre des satellites, on a, 


é=T(i+X) 


comme I’on sait, 

r—a(i+4X). 
I] résulte encore de l’article V que, en ayant égard aux principales 
inégalités des satellites, la méme équation subsiste toujours; on aura 


done, a tres peu pres, 


fron ge | 
sate olga =V [Oe eral lO 


Si l’on nomme ?@’ la durée entiére de l’éclipse, on aura 


—— 1 s 4 ) 
t= aT +x)4/[1-4xX+ ge | E 1X |: 


d’ot: l’on tire 


Oui ey Ge at 
ip 2T(1+X) 


Cette équation servira a déterminer les constantes arbitraires que 
renferme l’expression de s, au moyen des durées observées des 
éclipses. 

Les durées des éclipses des satellites étant un des points les plus 
importants de leur théorie, nous allons discuter particuligrement les 
formules précédentes. La demi-largeur a du cone d’ombre, aux points 
ou il est traversé par le satellite, doit varier avec les distances du 
satellite & Jupiter et de Jupiter au Soleil. Soient 7 le diametre de 
Jupiter et S celui du Soleil; la distance du centre de Jupiter au 
sommet du céne d’ombre sera eas le diamétre de la section 
de ce cone, par un plan perpendiculaire & son axe et qui passe par 
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le centre du satellite, sera done 


Soient 

r=a+or, D=D’'+ 0D, 
a et D’ étant les moyennes distances du satellite & Jupiter et de Jupiter 
au Soleil; il est clair que la variation de 2a, due aux variations de 7 et 


de D, sera 
: oD or 
(S—y) Ge 3 nm) 


Pour avoir la variation qui en résulte dans la durée 2T, nous obser- 


verons gue cette quantité exprimant la durée entiére de l’éclipse du 


satellite lorsqu’il est dans ses noeuds, elle est a fort peu pres propor- 
tionnelle a j.- mod m3 la variation de 2T, correspondante & 


celle de 2a, sera donc a fort peu pres 


S—j/a0D or 
27 7 (Grp 


_ SJ ; . 7 Tree tes wi eRe 
la fraction es étant fort petite et pouvant étre négligée vis-a-vis 


de ’unité. Considérons d’abord le terme 


S—y/ adD 

py Sans NS 
oD est égal a D’ multiplié par l’excentricité de l'orbite de Jupiter et 
par le cosinus de son anomalie moyenne; et, si l’on nomme A’ cette 
anomalie, on aura 


dD = 0,0480767 D' cos A’. 
Le diameétre de Jupiter réduit 4 la moyenne distance du Soleil a la 
Terre est de 203’, a fort peu pres, et celui du Soleil, observé a la 
méme distance, est de 1924"; le terme précédent devient ainsi 


2T.0,40759 - cosA’. 
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Relativement au quatrieme satellite 
21 = 4446"=17 160". 


La plus grande élongation du quatrieme satellite, réduite 4 la moyenne 
distance de Jupiter au Soleil, a été trouvée par Pound de 816”, ce qui 


donne 
a —s 8! 6" ° 
D =: tang ( I ys 
le terme précédent devient ainsi 16’,8cosA’; c’est la quantité quil 
faut ajouter a la valeur moyenne de 2T. 
I] faut corriger encore cette valeur par cette considération, que le 
temps employé a décrire 2% est proportionnel a cette quantité divisée 


é : ; i : A 
par la vitesse angulaire synodique du satellite. Cette vitesse est oe 


A or Gil allie : : : 
et elle est égale a — — 7» —- étant la vitesse angulaire de Jupiter 
autour du Soleil; en substituant pour = sa valeur moyenne 7, et pour 


oa sa valeur approchée M(1— 2EcosA’), E étant l’excentricité de l’or- 


bite de Jupiter, on aura 


av, . 
= M+ 2EM cosa : 


le terme 2T sera donc proportionnel a 


2X 


n—M-+2EM cosA”? 


il faudra, par conséquent, ajouter a la valeur moyenne de 2T la quan- 
tité 
Al ; 
—2 ee Te cosA’. 
Cette quantité pour le quatrieme satellite est égale a — 6’, 4 cos A’; en 
Vajoutant a + 16’,8 cosA’, on aura + 10”,4cosA’ pour la correction 
que la valeur de 2T doit subir a raison de l’excentricité de l’orbite de 
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Jupiter; mais, les erreurs des observations étant beaucoup plus grandes 
que cette correction, on peut se dispenser d’y avoir égard. Cette cor- 
rection est insensible relativement aux autres satellites. 


Quant au terme 


on trouvera que, en y substituant les valeurs de Sr que nous donne- 
rons dans la suite, cette correction est insensible. 

Les variations de l’angle 6 sont tres sensibles vers les limites ot le 
quatriéme satellite commence et cesse de s’éclipser; mais, les obser- 
vations de ces durées étant fort incertaines, il est inutile, dans l’ex- 
pression de ces durées, d’avoir égard aux changements que 6 recoit 
de la variation des distances de Jupiter au Soleil. 

Nous avons supposé, dans ce qui précede, que la largeur de la sec- 
tion du cone d’ombre par un plan perpendiculaire a son axe, et qui 
passe par le satellite au moment de son émersion, était 4 peu pres la 
méme que la largeur de la section qui passe par le satellite au moment 
de sa conjonction. Le plan de la section est, dans le premier cas, plus 
rapproché de Jupiter que dans le second cas, d’une quantité égale au 
produit de la distance du satellite 4 Jupiter par le sinus verse de l’arc 
qu'il décrit depuis sa conjonction jusqu’a son émersion. En nommant 
q ce sinus, la correction de la valeur de 2T relative 4 cette différence 
de largeur des deux sections sera 


et l’on trouve qu’elle est insensible. 
Nous avons encore, dans ce qui précede, confondu Pare ¢, avec son 
sinus; mais on a, a tres peu pres, 


i, sin V4 == t sin’ Vi. 


1] en résulte que la valeur précédente de ¢’ doit étre multipliée par 
i+ +sin’¢,. Relativement au premier satellite, ¢, est d’environ g°, ce 
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qui rend sensible le produit de ¢ par ;sin?¢,; mais cette erreur est 
corrigée en grande partie par la supposition que nous avons faite de 
—6, car = =sin€é; nous aurions di, par conséquent, supposer 

a 


oy 


= 6 —isin*6, ce qui revient a peu i a multiplier la valeur de Z’ 


RIQ IR 


par 1— ¢sin?6,, parce que le terme (7, » compris sous le radical 


are 
de expression de ¢’, étant une a ge fraction dans la théorie du pre- 
mier satellite, on peut négliger son produit par ¢sin?6é. La valeur de /, 
déterminée par la formule précédente, doit donc étre multipliée par 
1+ isin’, —sin’6. L’arc ¢, différant toujours fort peu de 6 relati- 
vement au premier satellite, le produit de ¢’ par ¢(sin?¢, — sin?6) est 
insensible. On voit ainsi que les expressions précédentes de ¢ et de @’ 
ont la précision convenable, et peuvent étre employées dans la théorie 
des quatre satellites sans crainte d’aucune erreur sensible, surtout si 
l'on prend pour s la latitude méme du satellite. 


XIII. 


Des inégalueés des satellites dépendantes des carreés et des produits 


des forces perturbatrices. 


Nous n’ayons eu égard jusqu’a présent qu’aux inégalités des satel- 
lites qui dépendent de la premiére puissance des forces perturba- 
trices; mais les rapports qui existent entre les moyens mouvements 
des trois premiers satellites donnent une valeur sensible a plusieurs 
inégalités dépendantes des carrés et des produits de ces forces; c’est 
dans les inégalités de cet ordre qu’il faut chercher Ja cause des deux 
rapports singuliers dont nous avons fait mention dans l’article V, et 
qui consistent : 1° en ce que le moyen mouvement du premier satel- 
lite, plus deux fois celui du troisiéme, est égal a trois fois le moyen 
mouvement du second satellite; 2° en ce que la longitude moyenne du 
premier satellite, moins trois fois celle du second, plus deux fois celle 
du troisieme, est exactement et constamment égale & 180°. Ces deux 


Okuvres de L. — XI. 47 
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théoremes sont donnés par les observations d’une maniére si appro- 
chée, qu’il y a tout lieu de croire qu’ils sont rigoureux, et que Von 
doit rejeter sur l’incertitude des Tables des satellites la difference trés 
petite qu’elles offrent a cet égard. Il est contre toute vraisemblance de 
supposer qu’a l’origine les trois premiers satellites aient été placés 
exactement aux distances que ces théoremes exigent : il est done 
extrémement probable qu’ils sont le résultat de l’action mutuelle des 
satellites; et, comme les premieres puissances de leurs forces attrac- 
tives ne donnent aucun terme d’ot ils puissent résulter, il est naturel 
d’en chercher la cause dans les carrés et les produits de ces forces. 
Nous allons donc déterminer avec soin toutes les inégalités de cet 
ordre qui peuvent influer d’une maniere sensible sur le mouvement 
des satellites. 

Considérons les deux équations suivantes auxquelles nous sommes 


parvenu dans l’article II : 


eet, LS Wt i= 47, . : . oR b oR | aR 
= ade aaa r ia 2 A T 4 far Sie a(a a - y 2 ); 


rad PT ae i SS ne oR oR _OR 


| { (oe = | | 


Ge de? ay ae "© Ox vy Oy Peds 


Supposons que, en vertu des perturbations, 7 se change dans 
r-+or+or, r étant dans cette derniére quantité le rayon vecteur 
relatif au mouvement elliptique, ér étant la partie du rayon vecteur 
due ala premiere puissance des forces perturbatrices, et o'r étant la 
partie de ce rayon due aux carrés et aux produits de ces forces. Sup- 
posons encore que dy se change dans dy + dév + dd’y, dv étant dans 
cette derniere quantité relatif au mouvement elliptique, dé¢ étant la 
partie de dy due 4 la premiere puissance des forces perturbatrices, et 
do’ étant la partie de dy due aux carrés et aux produits de ces forces. 
Si lon substitue pour 7 et dv ces valeurs dans les deux équations dif- 
férentielles précédentes, et si l’on observe que, par la nature du mou- 
vement elliptique et des fonctions ér et dé¢, les termes indépendants 
des forces perturbatrices et ceux qui ne dépendent que de la premiere 


i 
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puissance de ces forces doivent disparaitre d’eux-mémes, on aura 


_ P(r Cierger i. “caer 4 Gi m) dr* 


dt? 73 ee 
OR oR oR 
+afdR+er ty + Siev 
ak AaB Sy t ee - Pa one arr oP 
Seisgt ie anaee Gi eee tlie ie Te 


dov - dv dov dy \? 
eB Li 2 west eS ee CAT eee 
( ( in) ee dt dt 5 (3) 


G+m)rovr (1+ m) dr OR OR OR 
re 4 re 1? Oe Ty Oy ae 


en observant de ne conserver dans les fonctions 


pOR OR OR 
dz) dy '* Os 


far et 


que les termes dépendants des carrés et des produits des forces per- 
turbatrices. 
Les propriétés du mouvement elliptique donnent 


r? dy - 
SF =) (i ey) ="), 
ek ed . ee ie 

Gite edie Ta 


en substituant ces valeurs dans la seconde des deux équations diffé- 


rentielles précédentes, et en y mettant, au lieu de Soe ts) sa va- 
leur tirée de la premiere, on aura 
soa Vr m) ar eg) 
d(rdd'r—drdr) d*(r o'r + 407?) 
— : : te, 33 a Z 
dt? dt 
2(1+ m) or oR OR OR 
— 20 +6 fan -+4(25 Bt +25) 


_ or dor — r*(d dv)? — hr do or ddy — dv? dr? 
. de cS 
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: ie . dd'yv eye 
Considérons dans cette expression de —7— les termes qui dépendent 


de l’angle nt — 3n't + 2n"t. Il est visible que les termes de ce genre, 
renfermés dans la différentielle dR, acquiérent par l’intégration le 


diviseur n — 3n’+ 2n” dans l'intégrale far. Il en résulte dans l’ex- 
doy 

dt 
méme diviseur, ce qui donne dans ¢’y des termes’ qui, ayant pour 


pression de 


des termes dépendants du méme angle, et qui ont le 


diviseur (n — 3n'+ 2n")?, peuvent devenir trés considérables, et mé- 
ritent une grande attention. Analysons ces différents termes. 

Il est clair, par la seule inspection de l’équation différentielle en 
ro'r, que o'r renferme des termes dépendants de l’angle 


nt—3n't+an"t, 


et qui ont pour diviseur 2 — 3n’+ 2n’; on peut s’assurer encore que, 

en négligeant les carrés et les produits des excentricités des orbites, 

o'r ne contient point de termes qui aient pour diviseur (n—3n'+2n’)?; 

en substituant les termes de son expression qui ont pour diviseur 

d(rdd'r—d'radr) 
de> 


n— 3n'+ 2n" dans la fonction » ce diviseur dispa- 
day 


dt 


rait; on peut donc négliger cette fonction dans l’expression de 


ae : .  3a2(rir +1 6r 
On peut négliger, par la méme raison, la fonction sail +907") | 


ae 
: oR oR OR . ; 
La fonction i (we nye +25) contient des termes dépen- 


dants de langle nt — 3n’'t + 2n"t; mais ces termes n’ayant point pour 
diviseur n — 3n’+ 2n", ils disparaissent devant ceux du méme genre, 
que renferme l’intégrale {aR et qui ont ce diviseur. 

La fonetion ' 


a(it+m)dr? dr ddr —r*(ddv)?— 4r do or d dv — 6r* de? 
ip dt Gy 


ne renferme aucun terme qui ait pour diviseur z — 3n’ + 2n", puisque 
les termes de ce genre ne se rencontrent point dans les expressions 
de dr et de 6. Dans la théorie du second satellite, cette fonction 
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devient 


aioe DE Or, Or dor er doe An dy on doe — ort dy? 

. a 

On a vu, dans l’article V, que la valeur de 67’ est composée de deux 
termes, dont le premier dépend du cosinus de langle nt —n't +2 — 
et a pour diviseur zn — n'’— N’, et dont le second dépend du cosinus 
de Pangle an't — 2n"t + 2¢' — 2¢”, et a pour diviseur 27’ — 2n’— N’; 
il suit de la que dr? contient un terme dépendant du cosinus de 
Vangle nt — 3n't + 2n"t + ¢— 3e'+ 28”, et qui a pour diviseur 
(n — n' — N’)(an'— an” — N’). Ce diviseur étant tres petit, ce terme 
devient assez sensible pour y avoir égard. On trouvera pareillement 


(d dv’)? 
dt 


que la méme chose a lieu pour les différents termes de la fonction 


que renferme un terme semblable, ayant le méme diviseur, et 


précédente; mais on doit observer que l’on a, a trés peu pres, par 
larticle V, 

dope © on 0r aor i. 

Gis a 


En substituant ces valeurs dans la fonction précédente et en y faisant 


dy! i age! ue Le ee 
r=a, a= fi, = n’?, on trouvera qu'elle se réduit a zéro. 


On voit ainsi qu’en n’ayant égard qu’aux termes dépendants de 
langle nt — 3n't + 2n’t et qui ont pour diviseur n — 3n’+ 2n", et 
en négligeant les carrés et les produits des excentricités des orbites, 


’ : dole 3 Sen at cj 
expression de —— se réduit a la suivante 


d 
dao _ 3 f aR 
dt a VG emia’ 


d’ou l’on tire, en négligeant 7 vis-a-vis de l’unité et en observant que 


n= — 
— 39 
a> 


a@o'y  3an dR- 
dj dt 


Développons maintenant les différents termes de dR qui dépendent 
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de langle nt — 3n't+ 2n"t+¢— 3e'+ 28”, et, pour abréger, dési- 
gnons cet angle par 9. Si l’on n’a égard qu’a l’action du second satel- 


lite sur le premier, on a, par l’article [V, 


m! ip 
[tere BO 4 m' ( 5 BY) cos(v’ — v) — m'B® cos2(ve'— e)—.... 
2 r 


Le terme m’ _ — B") cos(#’— ) de cette expression de R produit 


dans dR la fonction différentielle 


; 1 0B") , he : 
m ar( o _ a) cos(v’— v) + m'dy (Fa — Bi) sin(y’— ¢). 
I] faut substituer, dans cette fonction, au lieu de 7,7’, ¢ ety’, les quan- 
ror 

a 


J 


od 5 C 
ACL pate ten nt +e+dvetn’'t+e’+ dv’. La substitution 


tités @ + 
ror : 3 
dea-- aa lieu de 7, et de nt +¢-+ é¢ au lieu de v, ne donnera 


aucun terme dépendant de l’angleg; il faudrait, pour cela, que rae et o¢ 


renfermassent des termes dépendants de l’angle 22’t—2n’t+2¢'—2¢’, 
parce que ces termes, en se combinant avec ceux qui dépendent de 
Vangle nt — n't + ¢ — «’, dans la fonction précédente, en produiraient 
d’autres dépendants de langle 9; or, il est visible, par l'article IV, 


que les valeurs de Sue et de év ne renferment point de termes dépen- 
dants de Pangle 2n’t — 2n’t +- 2e’ — 2e”; leur substitution dans la 
fonction différentielle précédente ne donnera donc point de termes 
dépendants de l’angle 9. 

Tl n’en est pas de méme de la substitution de a’ + a aulieude7’, 
et de n't + «'+ Ov au lieu dev’. En faisant cette substitution dans le 
terme m' dy (F _ BY) sin(v’—¢), il en résulte les deux termes sui- 


vants 


= 1a Ghi 


ror (2a BON... ; i 

q? Glatt Tay aie sin(n't — nt+e¢'—e), 
a 

+ m'n dt dy! (+: —B») cos(n't —nt+¢'—e). 
at 
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On a, par l’article V, en vertu de l’action du troisi¢me satellite, 


TOT —n'm'"F' 
—— ! / 
apis heart Rye t—n't+e"— 8’), 
! N I 
720770 ae 
dv! = —————__sin2(n"t— n't +-e"— 8’); 


NA 


ces valeurs, substituées dans les deux termes précedents, donnent le 


terme 
= OTT OAM! VfB OB) 
— BM ta! dt sing. 
nwo (a8 aia da! ) 9 
On a, par larticle V, 
rh 28 pa 1 OBE. 
DOE ahe z Od as 


le terme précédent deviendra ainsi, en y substituant 27’ au lieu de x, 
qui en differe tres peu, 


n? m!' m"F'G dt sing 


20th NY 


Ce terme acquiert une valeur sensible par son tres petit diviseur 
n—n'—N’. 

En discutant de la méme maniere les autres termes de l’expression 
de R qui dépendent de Il’action de m’, on trouvera quwils ne pro- 
duisent aucun terme sensible dépendant de l’angle ¢; on trouvera 
pareillement que les termes de R qui dépendent de l’action des satel- 
lites m’, m” du Soleil et de la figure de Jupiter, ne produisent aucun 
terme sensible du méme genre; on aura donc, en n’ayant égard qu’a 


ces termes et en changeant z dans 27’, 


d? 0'¢ 3an'’?m!m"F'G sing 


Chie a'(n—n'—N’) 


Relativement au second satellite, ona 


Boy  3a'n'd RP 
dae rere)” 


R’ étant ce que devient R par rapport a ce satellite et la caractéristique 
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différentielle d’ se rapportant aux seules coordonnées du méme satel- 
lite. Sion n’a égard qu’a l’action de m sur m’, on a 


m i 
R’=— —B+m e -~ B) cos(~'— +) — mB) cos2(e’/— ¢)—.... 
2 


r? 


Le terme m2 - B") cos(#—¢) de cette expression de R’ produit 


/ 


dans dR’ la fonction différentielle 


I OB) ri ‘ 
m ar! (Fs cy cos(9' — v) — mdv' = — B”) ) sin(»’— ¢), 


et cette fonction développée renferme la suivante : 


Ar OF) aa , OBO) 
; ad da' 
Or Aa ,OBM 

a ie da! 


) eos(n'e—~ne+ e's) 


) sin(n'e— ne ee) 
! a’ (1 2 i ! 
—mddv re sin (n't — nt + e'— e) 
GL 
— mn' di dv’ & -_ BY) cos(n'é— nt+¢'—e). 


: TsO 3 : : 

En substituant pour —,- et év’ leurs valeurs dues a I’action du troi- 
sieme satellite et que nous avons données ci-dessus, en observant, de 
plus, que 2n' — 2n” est trés peu différent de n’, on trouvera que la 


fonction précédente renferme la quantité 


n'?mm" a’ 
71 == Ne 


OB : 
BM 4+- ta ae dt sing; 


DOE 


mais on a a trés peu pres n?= 4n? et, par conséquent, 4a*= a’ ou 


a! 


2a La . . . 
= —a) le terme précédent deviendra ainsi 


2a? 


nr" mm" F'G di sing 
2a'(n—n'—N’) 


On s’assurera facilement que ce terme est le seul sensible que pro- 
duise la partie de d’R’ relative a l’action du premier satellite. 
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La partie de R’ relative 4 l’action du troisiéme satellite est 


af 


? : ‘ 
R' = — £m"B' + m" ie _— Bi) cos(¢” — v') — m"B’) cos2(e”— o')—.... 


pl 2 
7 


Si l’on n’a égard qu’au terme — m’B’?) cos2(¢’ — 9’) de cette expres- 
sion, on aura 


OBl@) ! 
dR’ == — m! dr! = cosa (o"— 0!) — am! BI dv! sina(o! ~ 0"). 
: 


Cette fonction différentielle renferme la suivante 
mn Erar') OB) 
a’? 0a! 
r' or’ ~aR'® , ; 
—am'"n' dt oF a Jai Sin? (n"t — n't +e"—¢8') 


—2m"B'® doe’ sina(n"t — n't + e" — e') 


cos2(n"t — n't+ ¢"— ¢') 


+ 4m"B'® n’ dt de! cosa(n"t — n't + e"--8'). 


Mais, par l’article V, l’action de m sur m’ donne 


ror” n'mG ey fet 1) 
PME Rae nt—n e—e 
a (pa TN) : 
44% n'mG : ; ; 
oC sin(nt — n’t+¢e—e'); 


NG 


la fonction différentielle précédente donnera ainsi le terme 


n?mm'G ( OB'?) 
SS (IO Se Lay! dt sin 
2(n—n'—N')\ qe yy i 


en observant que 7 — n’= n'a fort peu prés. Or on a, par l'article V, 


OB!) an! 


Ea”? + — 
da! 7h 


IB (2)s 
_ a Bi); 


on aura donc, a tres peu pres, 


rd OB!) 
—__ = 2B?) 4 4 Qo 
/ 2 da! 


? 


ce qui change le terme précédent dans celui-ci 


n'2mm"F'G 
ha'(n—n'—N’) 
OEuvres de L. — XI. 48 


dt sing. 
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On s’assurera facilement que ce terme est le seul sensible que produise 
la partie de d’R’ relative a l’action du troisieme satellite. Enfin, on 
trouvera que ni l’action de Jupiter, ni celles du quatriéme satellite et 
du Soleil, ne produisent aucun terme de ce genre dans la valeur de 
d’R’, en sorte que, en réunissant les deux termes relatifs 4 l’action du 
premier et du troisieme satellite, on aura 


3 n' mm" F/G : 
tf os 
dh = (ue Pee sing, 


d’ot l’on tire 
Bole’ — gn®mm"F'G sing 
dP? ——— 4(n—n'—N’) 


; ‘ ay Pov 
Il nous reste présentement & considérer la valeur de —,—- Ona 


ak 6! vy! 3 a! ni dad” R’ 
Gipe dt 


y) 


R’ étant ce que devient R relativement au troisieme satellite, et la 
caractéristique différentielle d’ étant uniquement relative aux coor- 
données de ce satellite. Sil’on n’a égard qu’a l’action du second satel- 
lite sur le troisieme, ona 


T alt 


m 7 BF 
R’=— = Bi) + m' (7 Bi") cos (¢” — v') — m'B'® cos2(e”— v’) — .... 
; 


En ne considérant que le terme — m’B’) cos2(” — ¢’) de cette expres- 


sion, on aura 


0B!) ‘ 
a) ae Sapir adr" cos 2(¢" -- ¢') + 2m'B' de" sina(e"” — ¢'). 


Cette fonction différentielle renferme celle-ci 


r' dr! OBI?) 
73 


! 
2m dat 


n" dtsina(n"t— n't + e"— ¢e') 
—- 4m' dv’ n" dtB'®) cosa(n't -— n't +e"—e'). 


3 Fao ad : . 
En substituant pour —,,- et dv’ les parties de ces valeurs qui sont dues 
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a action de m sur m’, la fonction précédente donnera cette quantité 


* — n'mm'G ( OB!) 


. —n'mm'F'G 
: 1(2) i Ps I . 
ee Aa + 4B )n dt sing = n" dt sing. 


2a'(n—n'—N') 

On s’assurera aisément que ce terme est le seul sensible que produise 
la partie de d’R” relative a l’action du second satellite, et que les 
actions de Jupiter, du Soleil, du premier et du quatrieme satellite 
n’en produisent point de la méme nature qui soient sensibles; on aura 
donc, en observant que n’ = 2n” a fort peu pres, 


Poe “san? mm ¥'G sito 
dae 8a'(n —n'—N’) 
29! yl j 
Quant a la valeur de —~,—> elle ne renferme point de termes sem- 


blables. Cela posé, on aura 


GEN A = A He oy ay 3n 8 E'G a a 
/ J tA 9 id 
a ,m'm" + 2mm! + Hi 


/ ay 
Ae sie pa Ca mm } sing. 


a 


’ 


Dans le second membre de cette équation, 9 est égal A 
nt —3n't+-an"t+¢— 3¢e'+ 26’; 


or cette derniére quantité ne differe de » — 3¢’-++ 2” que par des 
termes qui dépendent soit des excentricités et des inclinaisons des 
orbites, soit des forces perturbatrices; en négligeant donc ces termes, 
nous pouvons supposer o = ¢ — 3¢’ + 29; dans Ce cas, 


da? 0'(v — 3¢'+2¢") =a’; 


ainsi, en faisant, pour abréger, 


3n'E'G a lf Ue 9 q" ! 
k= —— [ 5 nm" +7 mm + mm |}, 
n—n—N'\a ha 


on aura 
do 
SS ce I SD Od 
at? ? 
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XIV. 
L’équation précédente donne, en l’intégrant, 


a nee =) 
\/c — 2kn” cose 


c étant une constante arbitraire dont la valeur peut donner lieu a trois 
cas différents que nous allons considérer : 

1° La constante c peut surpasser 24n”, abstraction faite du signe; 
alors elle est nécessairement positive; l’angle + 9 croit indéfiniment 
et devient successivement égal & une, deux, trois, ... circonfé- 


rences. 
2° La constante c peut étre moindre que 2k4n”, & étant positif. Dans 


ce cas, le radical ye — 2kn’* cosg devient imaginaire lorsque l’angle 
+ o est égal & zéro, 4 une, deux, ... circonférences; il ne peut done 
alors qu’osciller autour de 180°, en sorte que sa valeur moyenne 
est 180°. 

3° La constante c peut étre moindre que — 2h4n’’, & étant négatif. 


Dans ce cas, le radical ye — 24n? coso devient imaginaire lorsque 
+ 9 est égal 4 180° et en général & un nombre impair de demi-circon- 
férences; l’angle 9 ne peut done alors quosciller autour de zéro, en 
sorte que sa valeur moyenne est nulle. Voyons lequel de ces trois cas 
a lieu dans la nature. 

Nous trouverons dans la suite que 4 est une quantité positive; ainsi 
le troisieme cas n’existe point et langle g doit ou croitre indéfiniment 


ou osciller autour de 180°. Supposons 9 = 180°= 5; le signe de o 


étant le méme que celui du radical ye — 24n? cosg, on aura 


° 
o 


| na F 
Ve+2kn" cosa 


Si les angles ¢ et o croissent indéfiniment, c est positif et plus grand 
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que 24n’*; on a done, dans l’intervalle compris depuis o = 0 jusqu’a 
@ = 90°, 
dos 
dt < ——=, 
n'y/ok 
et, par conséquent, 
t sa 
n'Vok 
ainsi, le temps ¢ que l’angle o emploierait 4 parvenir de zéro a go° 
. . Oe . 
serait moindre que re = Nous verrons dans la suite que ce temps 
7 2K 


est au-dessous d’une année; or, depuis la découverte des satellites, 
cet angle a toujours paru nul ou du moins trés petit; il ne croit done 
point indéfiniment, il ne fait qu’osciller autour de zéro, en sorte que 
sa valeur moyenne est nulle. C’est ce que l’observation confirme, et 
en cela elle fournit une nouvelle preuve de l’action mutuelle des satel- 
lites de Jupiter. 

De la résultent plusieurs conséquences intéressantes. L’équation 
vy — 39 + 29”= 180° o donne, en égalant séparément les quantités 
qui ne sont pas périodiques, 


Ni—3snit—— on" t 6 — de 4 26" =180, 


d’ou l’on tire n — 3n’+ 2n” = 0; ainsi: 1° le moyen mouvement du 
premier satellite, plus deux fois celuidu troisieme, est rigoureusement 
égal a trois fois celui du second. 2° La longitude moyenne du premier 
satellite, moins trois fois celle du second, plus deux fois celle du troi- 
sieme, est exactement et constamment égale 4 180°. Nous avons déja 
remarqué, dans l’article V, que ces deux théorémes sont donnés d’une 
manitre extrémement approchée par les observations; nous pouvons 
maintenant assurer qu’ils sont rigoureux. 

On a vu, dans l’article V, que les inégalités du second satellite 
produites par l’action du premier et du troisieme se réunissent, en 
vertu de ces théoremes, dans un seul terme qui forme la grande iné- 
galité que les observations ont indiquée dans le mouvement du second 
satellite; ces inégalités seront done toujours réunies, et il n’est point 
dcraindre que, dans la suite des sivcles, elles se séparent. 
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Sans l’action mutuelle des satellites, les deux équations 
n—i3n'+an'=0, e — 3e'+ 2¢”— 180° 


n’auraient aucune liaison entre elles; d’ailleurs, il faudrait supposer 
qu’a Porigine les époques etles moyens mouvements des satellites ont 
été ordonnés de maniere a satisfaire 4 ces équations, ce qui est infini- 
ment peu vraisemblable et, dans ce cas méme, la force la plus légére, 
telle que l’attraction des planetes et des cometes, aurait fini par 
changer ces rapports; mais l’action réciproque des satellites fait dispa- 
raitre ces invraisemblances et donne de la stabilité aux rapports pré- 
cédents. En effet, on a par ce qui precede, a l’origine du mouvement, 


dy salvia Oi, © ial ES ri) ; 
ee ra ue t lak aa els ni’ OK cos(é — de = Dies Nie 


c étant moindre que 24n’; il suffit donc, pour l’exactitude des théo- 
remes précédents, qu’a l’origine la fonction 


dy 3 dy! a 2a" 
n' dé n' dt n' at 


ait été comprise entre les limites 


4-9) ksine(¢— 3642 2") 
et | 
=-2Vesine(e — de + 36"); 


et, pour la stabilité de ces théoremes, il suffit que les attractions 
étrangéres laissent toujours la fonction précédente dans ces limites. 
Les observations nous apprennent que l’angle o est tres petit, et 
qu’ainsil’on peut, sans erreur sensible, supposer cosa = 1 -- $a”; soit 
C= 2kn? 


donc ——,— = 6°, 6 étant arbitraire a cause de l’arbitraire ¢ qu'il 


renferme; l’équation différentielle entre o et ¢ donnera 
w= 6sin(2'tVk + A), 


A étant une nouvelle arbitraire. 
Le mouvement des satellites de Jupiter étant déterminé par douze 
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équations différentielles du second ordre, leur théorie doit renfermer 
vingt-quatre constantes arbitraires. Quatre de ces constantes sont rela- 
tives aux moyens mouvements des satellites ou a leurs moyennes dis- 
tances; quatre sont relatives aux époques des longitudes moyennes; 
huit dépendent des excentricités et des aphélies et huit autres dé- 
pendent des inclinaisons et des nceuds des orbites. Les théoremes 
précédents établissent deux relations entre les moyens mouvements et 
les époques des longitudes moyennes des satellites, ce qui réduit a 
vingt-deux ces vingt-quatre arbitraires; c’est pour y suppléer que 
expression de o renferme deux nouvelles arbitraires. 
A> Ci addi o! a? dy" 
ye apa TS 
article précédent, on voit qu’elles ont des rapports constants entre 


Si l’on reprend les valeurs de trouvées dans 


d? uae 
elles et avec la valeur de ae en sorte que si l’on fait 


é'v¢=Psin(n'tVk+ A), 


on aura 
3a'm : - 
OO a Psin(n’tVk+A 
§ ham! ( Vv a 
rt a'm : = 
OO = Sami P sin(n'tVk +A); 


de plus, comme ona 


O'0-= 00 P3290 fa mr, 


on aura 


am am 
Seal CS es. a): 

Les trois premiers satellites de Jupiter sont donc assujettis & une 
inégalité dépendante de l’angle n’ty&é + A; les observations peuvent 
seules fixer sa quantité et l’instant ot elle est nulle. Cette inégalité 
mérite une attention particuliére de la part des astronomes; on peut 
la considérer comme une libration des mouvements des trois premiers 
satellites, en vertu de laquelle ces mouvements oscillent sans cesse 
autour des rapports précédents, et, par cette raison, nous la désigne- 
rons sous le nom de libration des satellites de Jupiter. 
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Nous avons observé, dans l’article IX, que les mouvements des satel- 
lites de Jupiter sont assujettis & des inégalités considérables dépen- 
dantes des variations séculaires de l’orbite et de l’équateur de Jupiter, 
et l’on peut croire que ces inégalités peuvent a la longue changer les 
rapports trouvés ci-dessus entre les époques et les longitudes moyennes 
des trois premiers satellites. Nous allons faire voir que ces rapports 
subsistent toujours, malgré ces inégalités séculaires qui se coor- 
donnent sans cesse de maniere a y satisfaire, en sorte que l’inégalité 
séculaire du premier satellite, moins trois fois celle du second, plus 
deux fois celle du troisieme, est constamment égale a zéro. Pour cela, 
nommons YW, W”, W” les inégalités séculaires du premier, du second 
et du troisieme satellite, qui auraient lieu sans leur action mutuelle, 
quelle qu’en soit la cause, soit que ces inégalités dépendent des 
variations séculaires de l’orbite et de l’équateur de Jupiter, soit 
qu’elles viennent de la résistance d’un fluide éthéré; il en résultera 
dans la fonction différentielle d?y — 3d?v + 2d?9’, la quantité 
PW — 30 W' + 2d? WV", et Péequation différentielle en 9, que nous 
avons trouvée dans l’article précédent, deviendra 

a CY 3Pw ay 


CD Sh si ; 
ar = kn" sing + Ae de a fe 


Sil’on fait 9 = 180°+ a, et que l’on suppose o tres petit, on aura 


BO ppl _— OP —3 PW + 2a" 
dt? hes dt? z 


or les quantités W, W’, W” étant supposées varier avec une extréme 
lenteur, en sorte que la période de leurs variations embrasse un grand 


oa 
ae? 
petite par rapport a kno, parce que la période del’angle n't yé n'est, 
comme on le verra ci-apres, que d’un petit nombre d’années; on aura 
donc, en n’ayant égard qu’a la partie dew qui dépend des quantités 
Ww, wet W’, 


nombre de siécles, la partie de relative & ces quantités sera tres 


ast ae — 3d age 


~ kn”? dé 
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Cette partie de a est insensible, parce que, W, W”, W” croissant avec 
une extréme lenteur, leurs differences secondes divisées par kn’? di? 
sont a tres peu pres nulles; on peut donc supposer o = 0, en n’ayant 
égard qu’a ces quantités, et alors les théoremes énoncés précédem- 
ment sur les moyens mouvements et sur les longitudes moyennes des 
trois premiers satellites subsistent en entier. 

Voyons maintenant comment les inégalités séculaires des trois pre- 
miers satellites se coordonnent entre elles. Si l’on suppose 


if 
eee eee oe Aces bt 
ga'm a'm 


~ ham’ ham" 
on aura, par l'article précédent, 


GO pie 
ase URE wt de 


. 


En substituant pour o sa valeur précédente, on aura 


A) ay aw b me ES 


dt Cea a 


d’ot lon tire, en intégrant, 
y= (1— 6) P+ 30W'— 2d", 


On trouvera pareillement 


Vv 


I ¢ / / 
noe hh DW 4 (: ga is ») yh. 3a me papi 
4am 2a7 


Wiican jp 
Y y 
a'm 3a"m a'm 
yp” —— —— bDW+ ——— bW"’+ (1— ,—,, 0) ©"; 
Sam 8am ham 


d’ou l’on voit que l’on a, en vertu de ces valeurs, 
QO Oe! == Org 


Ainsi les inégalités séculaires des trois premiers satellites qui, sans 
leur action mutuelle, seraient respectivement égales 2 UW, UW” et W”, 
OEuvres de L. — XI. 49 
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se changent dans les précédentes et n’altérent point les rapports établis 
ci-dessus. 

La libration des satellites lie done entre eux les mouvements, les 
époques et les inégalités séculaires des trois premiers satellites; elle 
modifie encore d’une maniere trés sensible celles de leurs inégalités 
qui croissent avec une grande lenteur. Nous avons trouvé, dans I’ar- 


ticle IX, que l’action du Soleil produit, dans l’expression de ¢, le 
terme 


“M Esin(Mé-+ A —B); 


Vexpres 
3 
a robot £5113) 
yl 
Les expressions ess ‘et de —“ contiennent des termes semblables 


dt 2 
qui n’en different ne par le diviseur z qui se change successivement 
dans n’ et n”; on aura ainsi, par l’article précédent, en n’ayant égard 
qu’a ces termes, 


2 
he = kn" sing — 3M°E Gi a 2 + =) sin (Me + A—B). 


Or on a, en vertu de l’équation n — 3n’'+ 2n"=0, 


2) wih (i ey 


i nn' ni x 


3 
elas 


Sali 


nr 


de plus, x étant a fort peu pres égal & 27’, et nv” étant a peu pres égal - 
acn’,ona 
6( ni — ne. 3 


Lin “an 
en supposant donc 9 = 180°+ cet o tres petit, on aura 


Cae ee a AS EON 
ae + kr as sin(Mt+ A—B). 


Si lon integre cette équation, en faisant abstraction des constantes 
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arbitraires auxquelles nous avons eu égard dans ce qui précede, on 
aura 
12 oM?E 
~ 2n'(M?— kr 


pay es A—B). 


Maintenant on a, par l’article précédent, 


ees pets 3M? 
ae Oke i ja 


SMD 


En substituant, au lieu de a, sa valeur précédente, on trouvera, apres 
avoir intégré, que l’expression de ¢ renferme l’inégalité 


sar ( _ 3bkn® 


an! M?— kn” 


) sin(Me+ AB). 


On trouvera de la méme maniere que |’expression de ¢’ renferme I’ine- 
galité 


3ME | ga'mbkn™ 


one Sam! (M? — kn'?) 


| sinate+ A —B), 


et que l’expression de ¢” renferme l’inégalité 


peer 1) 
Le E seve | sin(Mi+A—B). 


32am" (M?— kn") 


M? étant moindre que An’, comme on le verra dans la suite, il en 
résulte que la libration des satellites a une influence sensible sur l’iné- 
galité qui dépend de l’angle M¢+ A — B. 

J'ai déja donné, dans les Mémoires de l’ Académie pour l’'année1784 ('), 
les résultats précédents sur la libration des trois premiers satellites de 
Jupiter. J’y suis parvenu par une méthode différente de celle que je 
viens d’exposer : l’accord de ces deux méthodes peut servir a les con- 
firmer mutuellement. 


XY. 


Oa 


Les inégalités de dy, ov’, dv”, qui ont pour diviseur (n — 2n’+ /)?, 
et celles des rayons vecteurs qui ont pour diviseur nm — 2n’+ /, pro- 
duisent, dans les équations qui déterminentles excentricités et les 


(1) Ci-dessus, p. 70 et suivantes. 
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aphélies des orbites, des termes qui, quoique dépendants des carrés 
et des produits des masses perturbatrices, sont cependant sensibles, a 
cause du diviseur (m — 2n’+ f)?, dont ils sont affectés. Pour les 
déterminer, nous allons d’abord déterminer la partie du rayon vec- 
teurr, quia pour diviseur nz — 2n'+ /f. 

Reprenons, pour cela, l’équation différentielle (1) de l’article II: 


+ OR 
ey Gini = i ap 


_@rdr) | (1-+-m)ror 


eg ER 73 


Lintégrale /dR produit un terme quia pour diviseur x — 2n'+/, et 
qui est multiplié par le cosinus de l’angle nt — 2n't-+-e—2e'+ ft--T. 
Nous avons trouvé, dans l’article VUI, qu'il en résulte dans l’expres- 
sion de é6¢ un terme dépendant du sinus du méme angle et qui est 
donné par la double intégrale 3afn di f dR; en nommant donc Q le 
coefficient de ce sinus, coefficient dont nous avons donné la valeur 


dans l’article VIII, on aura 


a(n —a2n'4 


ee) eae an't+e—2e+ ft+T) 


3an 


pour le terme de af dR qui dépend de l’angle 
nt—an't+e—a2e’+ ft+TY. 


Nous avons vu, dans l’article V, que si l’on n’a égard qu’aux termes 
indépendants des excentricités, et qui ont pour diviseur 2n — 2n’— N, 


ona 
Bee ee cos2(n't — nt+¢'— 8) 
see — == $2(7 a = . 
a a(n an oN) 


N étant a tres peu pres égal an — f, on aura 


ror —nm'F ; ; 
— ; cos2(n't — nt + e'—e); 
a 2(n—an'+ f) 


en substituant donc dans l’équation différentielle enrér, au lieu de r, 

la quantité a[1 +Acos(m-+«—s)], o étant supposé égal & ft +T; 

en observant d’ailleurs que l’on a a fort peu prés +, =n? et que le coef- 
a 


ficient de rér est N? par l'article IV; enfin, en ne conservant que les 
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termes dépendants des excentricités des orbites qui ont pour diviseur 


n—2n'+ f, on aura 


@ (ror) | Ne ror i 3n3m' Kh . ry polet 
wde ” we eee oe —2n't+e—2°+@B) 
an(n—an'+ 
; ( 3 hal pay al papriy tier uae Aa 


3n3m' Fh 
cos(3nt—a2n't+ 3e—2¢'—B). 


' h(n —an'+ f) 


Si, pour abréger, on fait 


_ —d3nm'Fh 2(n—a2n'+ f) 
Le eek rey ato 3n Q, 
Lez nm'Fh 


a in an afy 
on aura, a tres peu pres, 


ror 
= = K cos(nt— 2an'é+¢ —2e'+ 0) + Leoos(3nt— 2n'é+ 3¢—28'--B). 


En supposant ensuite 


—nm'F 
H= pee REECE eae 
a(n—a2n'+f) 
: Se ror ; ae 
on aura pour la partie entiére de — quia pour diviseur n — 2n'+ f, 


H cos2(nt— n't +e—e') +Kecos( nt—an't+ ¢—2e'+o0) 


+L cos(3nt—a2n't+ 3¢—2e'’—d). 


Reprenons maintenant |’équation 


rr AC i lone es 
ae kg vo re an dit 


(1+ m) dr? OR. ok OR 
5 di i pape IML iia? see iay Gh Grade 


ip 


que nous avons trouvée dans l’article XIII]. Nous n’aurons égard, 
dans cette équation, qu’aux termes de l’ordre des carrés et des pro- 
duits des masses perturbatrices qui sont ou constants ou multipliés 
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par cos(nt + —o) et qui, de plus, sont divisés par (n — 2n' +f)’. 
(ror)? 


Le terme or? peut étre mis sous cette forme 7? et il donne la 


quantité 
ane , 
- [1— 2hcos(né+e—o)] + @H(K +L) cos(nt+e—a). 
Le terme . ae de l’équation différentielle précédente donne ainsi 


la quantité 
sr’eH(hH —K—L)cos(nt+e—@). 


2 2 
Le terme — CEs. peut étre mis sous cette forme — Ss a or) 


3 


et il donne la quantité 


n2a*H? 


+veH(shl —K—L)cos(nt+e—o). 


(1+m)rdr 


Si l’on nomme a?q la partie constante de ré’r, le terme a 


donnera la quantité 
n’ro'r— 3a?n?ghcos(nt+e—B); 
l’équation différentielle en ro’r deviendra donc 


pee Cr) rer, nie 


Cat a> 2 


+ pnt H (ah = “2° —K— L) cos(né-+e—B) + anta faR + ar". 


Nous donnons a ré’r le coefficient N? par la méme raison pour laquelle 


ror ; 
— dans l’équa- 
a 


nous avons donné dans l'article IV ce coefficient a 
tion différentielle en r dr. 
La valeur de g dépend de la constante que l’on doit ajouter a l’inté- 
grale far. Pour déterminer cette constante, nous reprendrons la 
Ol 


y : Bens ‘ : 
valeur de re donnée dans larticle XIII. Cette valeur ne doit point 


renfermer de termes constants, puisque nous supposons que né repré- 
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sente le moyen mouvement du satellite m. Si dans la fonction 


a(1+m)dor?  drddr — r?(ddv)?— qr de dr ddv — do? dr? 


r dt? 


“ (G+ m) a(a — e), on substitue, 


, s ado! 
que renferme l’expression de 7 


au lieu de r et de dy, leurs premieres valeurs a et ndt, et, au lieu 
de ér et 6y, leurs premiéres valeurs approchées 


Or== aHcos2(nt—n't+e—¢'), 


oy =— 2H sin 2(nt—n't+e—e'), 


qui résultent de l’article V; si l’on observe de plus que 7 est a fort peu 
pres égal 4 27’, on trouvera que la partie constante de la fonction pré- 
cédente se réduit & zéro. D’ailleurs, la fonction 


i! 


y Gin, = ede ena 


( oR OR =) oR 
4 Zz ou : 


de l’expression de ae VG-+m)a(1—e),ne renferme point de 


termes constants de ordre des carrés et des produits des masses 
perturbatrices et indépendants des excentricités qui aient en méme 
temps (n — 2n'+ /)? pour diviseur. En n’ayant donc égard qu’a ces 
termes, on voit qu'il ne faut point ajouter de constante a linté- 
grale far; ainsi, en ne considérant que les termes constants de 
l’équation différentielle précédente et, par conséquent, en y substi- 
tuant aq au lieu de ré’r, on aura 


: n? A? 
N?g — ‘ 


== TON 

ce qui donne a tres peu pres g = $H’. Cela posé, l’équation différen- 
tielle en ro’r donnera, en ne conservant que les termes dépendants 
de langle nt + ¢ — a, et en y substituant, au lieu de H, Ket L, leurs 
valeurs 


Sra ror) ON or ee EO. 
2 


; oR 
2 2 (Sy 
a eee cos(nt-+-e—w)+an a faR-+n Ghee 


Or 
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md 5 j i j oR 
Il faut maintenant déterminer les termes de anta {dR et de n?ar—- 
qui dépendent de l’angle nt +- « — o et qui ont pour diviseur 
(n—an'+- f)?. 


Si l'on n’a égard qu’a l’action du second satellite sur le premier, 


on a, par l’article IV, 


if 
m 7 
Ra Bos m'( = BY) cos(v’— v) — m'B® cos2(v’— v)—.... 
2 re 


Kn ne considérant que le terme — m‘B" cos2(¢’ — ¢) de cette expres- 
sion, ona 


(2) 
(R= mn ar gb 


, cos2(v'— ¢) —2m'B) de sin2(’—¢). 
F 


Cette expression de dR contient le terme 
— 4m'BO n dt(dv' — dv) cosa(né— n't+e—28’), 


Soit Q’ le coefficient de,sin (né — 2n’t + ¢ — 2¢’4+- a) dans l’expression 
de 69’, le terme précédent donnera celui-ci 


2m'BOn dt(Q'— Q)sin(nt+¢e—oa); 


la fonction 2n?a far renferme donc le terme 


— 4n?m'aB® (Q'— Q) cos(nt+ée—o). 


On trouvera pareillement que la fonction n? ar a contient le terme 


(2) 
— nm! a? — (Q'— Q) cos(nt+e-—d), 


et l’on s’assurera facilement que ces termes sont les seuls de ce genre 


que renferment ces deux fonctions. En les réunissant, la quantité 


a oR : : : ; 
ona {dR —- nar aoe réduira 4 celle-ci 


(2) 
— m' nt (GaBO-+ ae | (Q’— Q) cos(nf+¢e—@B);: 
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or on a, a tres peu pres, par l’article V, 


(2) 
F=4aBO+ @ OBS 
da 


La quantité précédente se réduira donc & celle-ci 
— m'n? F(Q’— Q) cos(nt+¢e—9d), 


et l’équation différentielle en r’7 deviendra, en n’ayant égard qu’aux 
termes dépendants de l’angle nt + ¢ — a, 


Penn) Nerd'r lamin E : 
Seer ae lear (2Q'— Q) cos(ni+¢e—od). 


A . , é a ; 2 Stay F ror 
Si on réunit cette équation a l’équation différentielle en —- que 


nous avons donnée dans l’article VII, il est facile de voir qu’il suffit 
pour cela d’ajouter a l’équation de l’article cité le terme 


1 y2K 
_ EES DS en Way eee 


et, en suivant l’analyse du méme article, on trouvera que ce terme 
ajoute a l’équation (z) de l'article VII la quantité 


mEnT 


4 (2Q’ Q). 


Considérons présentement le second satellite. Si l’on désigne par 


s s 7! or! 
H’ le coefficient de cos(né — n't + ¢ — ¢’) dans l’expression de —;-> 


12 


et qui, par l’article V, est égal a 


n'(m"F'— mG) 
Bee ot At 


N’ étant fort peu prés égal a n’ — /; si, de plus, on sup pose 


3h'H! 9n—2an'+ 
K’— 2 an ae F yy, 


2 3 rn 


/ ! 
hae Ae alee 
2 


? 
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on trouvera, en appliquant l’analyse précédente au second satellite, 


: fr! OF, 
que la partie de — 


jar quia pour diviseur n — 2n' + f est 


H’ cos(né— n't +2e —e’) + K’ cos(nt — an't+e—26'+b0) 


+L’ cos(nt+e—®B). 


L’équation différentielle en 7’e’r’ est 


EATS) Saket welirtoerl 1-d? or’? 
ey dt ri3 ade; 
Tae Nor OR’ 
les a) a fd'R’ +r! ——. 
if or 


En ne conservant dans cette équation que les termes dépendants de 
langle n't + ¢’— a, on trouvera, par l’analyse précédente, qu’elle se 
réduit a 


2 PN ie APN ia) f 
eo Wn) Ne! 0'7 


ae “a + $n Hl! (h! H’—K’—L'ycos(n't + 2/—o) 


! 


, R 
is anal fai R'+ pray 2 


7! 


En substituant, au lieu de H’, K’ et L’, leurs valeurs, on aura 


GAC 6'7") r! o'r! n'2 
Sea gn oT IN’? mapa ae (m"F’— mG)Q' cos(n't + e’— Bd) 
: oR’ 
lip A ti I 12 Jone é 
+an a [a'R’+n a'r 
j ; +4 rouse . 
Déterminons maintenant les termes de ona’ {aR + nar’ os qui 


dépendent de langle n't + ¢’ — o. Si l’on n’a égard qu’a l’action du 
premier satellite sur le second, on aura 


\ 


m im 
R= — FBO + m( T ule cos(¢'— ») — mB®) cos2(v’— ») —.... 


lf 
On trouvera facilement que le terme m(Z — B”) cos(¢’— ¢) de cette 


° . . u 
expression produit dans la fonction ana’ [dR +n?a'r’ S le terme 
suivant 

mn" 


G(2Q’— Q) cos(n't+ e'— ow); 


2 
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et il est aisé de se convaincre que ce terme est le seul sensible de ce 


genre que produise la partie de R’ relative 4 l’action du premier satel- 
lite. 


La partie de R’ relative a l’action du troisieme satellite est 


m! 7! 
Se 5 BO 4 m' (53 —B') cos(¢"— ') — m"B'®) cosa(e’— ') —.... 


Si l’on désigne par Q’ le coefficient de sin(mt — 2n't + ¢ — 2¢'+ 35) 
dans l’expression de ¢¢’, coefficient dont nous avons donné la valeur 
dans l'article VIII, et si on observe que l’on a 


an"t —an't+ 2e"— 2e'=180°+ n't— nt+eé'+ 6, 


on trouvera que le terme — m"B’?)cos2(v” — ¢’) de l’expression de R’ 
produit, dans la fonction 


0 
Die a’ fd Ri+ n? a'r! a)? 
le terme 


+ n'2m" Oe Q') cos(n't ep bee! 3); 


et l’on s’assurera que ce terme est le seul sensible de ce genre qui 
résulte de la valeur de R’ relative 4 l’action du troisiéme satellite. 
L’équation différentielle en r’é’r’ devient ainsi, en n’ayant égard qu’a 
ces termes, 


Giro! ra 6 rl! r! n'2m" F! 7 ; : 
OSS ade a aE ‘ (2Q — Q’) cos(n't + e — od) 
n?mG 


(2Q’— Q) cos(n't + 2e'—@). 


Il est aisé de voir quil en résultera dans l’équation (z’) de l'article VII 


les termes 

UT i 
ui nVveO = Or mE AIT (2Q/— Q). 
G 4 


Considérons enfin le troisieme satellite. Il est relativement au 
second ce que le second est relativement au premier; or nous venons 
de voir que, Q et Q’ étant les coefficients de sin (né—2n't+-<¢—2¢' +a) 


(1) 
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dans les expressions de é¢ et de 60’, l’action du premier satellite pro- 
duit dans l’équation (7) le terme 

7 


an _ n'T(2Q’—Q); 


les coefficients de sin(n’t — 2n"t + ¢ — 2e’+ a) dans les expressions 
de dy’ et de év” sont — Q’ et — Q”; l’action du second satellite sur le 
troisieme ajoute donc a l’équation (2) de l’article VII le terme 


m'G! 


n"T(2Q'— Q’). 
Les équations (7), (¢’), (¢”) et (”) du méme article deviendront ainsi 


| o=h | f—(c)—Le]—(0, 1) — (0,2) — (0, 3)] 
+ [at] 4+ [oa] "+ [63] a” — == QQ), 

b=" [fF =@) 7 |= Gop 
Tee area) mGn'T 


+ [to] h+ [1,2] h"+ [4,3] A" + an 20’ 0) ; (2Q'—Q), 


o=h"[ f—(2)-[2]-(,0)—(@,1) — ©, 3)] 
m G'n'"T 


+[2,0/h+ [2,1] h'+ [2,3] h"4 5 (2Q"— Q’), 
as G 
o=h*| f= (3)=[3 = — (3, 1) — (3, 2)] 
\ ee he 
On pourrait croire que les équations (4), (4’), (4”) et (4") de Var- 
ticle X, et qui sont relatives aux inclinaisons et aux neeuds des orbites, 


peuvent, en vertu des considérations précédentes, acquérir quelques 
termes sensibles dépendant des carrés et des produits des forces per- 
turbatrices; mais il est facile de s’assurer que cela n’est pas, par la 
seule inspection de l’équation différentielle en = de l’article II. 


XVI. 


. , e 10! ) , 
En considérant avec attention la valeur de —— donnée dans I’ar- 


ticle XIII, on voit qu’elle renferme des termes dépendant des produits 
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des excentricités et des inclinaisons des orbites, et qui ont pour argu- 
ments les différences de longitude, des aphélies et des nceuds. Ces 
termes augmentent considérablement par les intégrations; mais je me 
suis assuré quils restent toujours insensibles, a cause de la petitesse 
des masses des satellites, des excentricités et des inclinaisons respec- 
tives de leurs orbites; je supprime par cette raison l’analyse par 
laquelle on peut les déterminer. La théorie précédente embrasse donc 
toutes les inégalités sensibles des satellites de Jupiter qui dépendent 
de leur action mutuelle et des actions de Jupiter et du Soleil. Quant 2 
action directe des planeétes sur les satellites, on concoit aisément 
qu'elle doit étre insensible, et que nous pouvons la négliger sans 
erainte. Il nous reste maintenant 4 réduire en nombres les formules 
précédentes et a les comparer ensuite aux observations. 


XVII. 


Valeurs numeriques des inégalités des satellites. 


Pour réduire en nombres les inégalités déterminées ci-dessus, il faut 
connaitre les temps de la révolution des satellites et leurs moyennes 
distances au centre de Jupiter. Suivant les Tables, les durées des 
révolutions périodiques des satellites réduites en secondes sont : 


8 
Brenner Satellites seen: epcene ree 152853 
Deuxiéme satellite................. 306822 
Mromsleme Satellite wate cere ee meee 618153 
Quatriéme satellite................ 1441928 


Ces durées ont besoin de quelques corrections; mais ces corrections 
sont extrémement petites et n’influent point sensiblement sur les 
résultats numériques suivants. Les valeurs de xn, nr’, nr”, n” étant réci- 
proques aux durées précédentes, on aura 


n' = 7n.0,4981813, 7 ait) 0,2 20%, n” — n.o,1060060. 


Pour déterminer les moyennes distances a, a’, a” et a”, nous obser- 
verons que la plus grande élongation du quatrieme satellite a Jupiter, 
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réduite a la moyenne distance de Jupiter au Soleil, a été observée par 
Pound, de 8'16”; en supposant donc de 39” le demi-diamétre de 
’équateur de Jupiter, vu & la moyenne distance de cette planete au 
Soleil, et en prenant pour unité ce demi-diamétre, on aura j 


O22 2,450. 


Il peut y avoir sur ce rapport de a” au demi-diamétre de Jupiter 
quelque incertitude qui tient principalement 4 l’évaluation du dia- 
metre de Jupiter, mais elle ne peut influer sensiblement sur nos cal- 
culs; il en résulte seulement que l’unité dont nous faisons usage ne 
représente point exactement le demi-diamétre de Jupiter. 

Quant aux distances a, a’ et a’, il est beaucoup plus exact de les 
déduire de la valeur de a”, par les lois de Kepler, que de les tirer im- 
médiatement des observations; ainsi nous préférerons ce moyen, 
d’autant plus que nous voulons établir la théorie des satellites sur le 
principe seul de la pesanteur universelle, et n’emprunter de l’obser- 
vation que ce qui est indispensable. Suivant ces lois, la moyenne 


5 2 


distance a du premier satellite au centre de Jupiter est a” \/ —z3 Mais 
cette expression n’est pas rigoureuse, parce que les forces perturba- 
trices du mouvement des satellites troublent un peu les lois de Kepler. 
En n’ayant égard qu’a la plus considérable de ces forces, qui dépend 
de Vellipticité du globe de Jupiter, on trouve, par l'article II, que 


ake Se i ear 
les forces centrales des satellites m et m” sont as (1+ pat) et 
on a a 


1 p—29 -f 
rio ame nae bs Ces forces sont entre elles comme les carrés des vi- 
tesses des satellites divisées par leurs moyennes distances A Jupiter; 


elles sont par conséquent dans le rapport des quantités an? et an”, 
d’ou l’on tire, a tres peu prés, 


3 / pi? - 
Peay es 1 1 I I 
ea oe Vi n? E + 3(p re)(4 qi? cs 


On trouvera, au moyen des valeurs que nous donnerons eci-apres, que 


ay I : : 3 j 
la quantité =( ES =) est une fraction tres petite et au- 
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dessous de ;553 nous pouvons donc la négliger et supposer, confor- 
mément aux lois de Kepler, 
=a! ba 
== VA ar 
Ces lois sont encore plus approchées relativement au second et au 
troisiéme satellite, sur lesquels l’ellipticité de Jupiter influe moins 
que sur le premier. Cela posé, on trouve, en partant de ces lois, 


a = 5,697300, a' = 9,065898, a" = 14,461628, a" = 25,436000. 


Kn comparant ensuite les quatre satellites deux 4 deux, on trouvera, 
au moyen de ces valeurs et des formules de I’article VI, les résultats 


suivants : 


Premier et deuxiéme satellites. 


a& == 0,6284320; 


61°) = 2,2029114, b') — — 0,5956469, 
=D 5} 

oy = 2,258752, ise: = 0,754162, 

OY = 6,303080,; b2) == ""or1g2260, 


me 
2 

bY = 0,106444; 
2 


db db) 
a Sas 1,099953, aa == 1,749676, 
db) db 
— 1,452339, oer eae 
oi Te 1,0841 49. 


Premier et troisieéme satellites. 


a = 0,3939598; 
6!) = 2,0783860, b'") = — 0,3861608, 


ay. 2 


bo) — 2,085204, BON wee 0,419399, 


: OP) =) (0,047116, 
4 


= 


SS 


SOO FA20G 


i> 
wl Nie rol 
| 
o 
al 
iw} 
=~ 
NI 
Ke) 
(ve) 
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db’ db'\? 
2. = 0,475958, —*_ — 1,2081ho, 
da ae9 do. 
db'?) ao? 
ae = 0,6811098, ae = 0,329654. 


Premier et quatriéme satellites. 


& = 0,2230857; 


Bi) = 1,02516446, 69) = — 0,2295721, 
bY?’ = 2,025818, Bite, 02283374 
2 z 
bY’ = 0, 038441, bi) = * *0,007184, 
2 z 
oe = 0,001413; 
2 
abi db) 
ie == 0, 207920, ee ae 1,099940, 
db’? db\) 
BE ==0,300793, An = 0,097666. 


Deuxiéme et troisiéme satellites. 


a = 0,6268933; 


(je ; 88 Re 

Be Pee eT oA 655943583, 
b!) — 9,259063 oo 

1 2297063, My = 0,7o1470, 
b'?) = 0,360861, bY 

4 we) (0,17 90060% 
OY =0, 100202: 

2 
db\o dd’) 

ae == 1,09S010, He == 1,749030, 
db'?) db'3) 


aie = 1,444696, sar == f,070839, 
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Deuxiéme et quatriéme satellites. 


&% = 0,3564199;3 


b'°| = 206403876, b? —— 0,3506665, 
2 2 
b'°’ = 2,068500, b'!) — 0, 374886, 
2 2 
b\?) = 0,100785, bY a= 6 16;030021, 
z z 


b\” = 0,009380; 
2 


db db\!) 

ae = Ov TolOs, Fae: == 1,104030, 
db) db\ 

ae = 0,599337, sp == 0,263973. 


Troisieme et quatriéme satellites. 


& = 0,5685496; 


OO" = 95, 169193025 5b") = — 0,5445384, 

ae) 9 ot 7 
7 2 

OS == a5100830, bi) sy .0,600817, 

2 ry 

O70, 284203, Do Seo Ta NShh, 


z 
b\ = 0,067933; 
2 


ab”) an 

Fe = 0,879045, % Sel TL DAGL 24, 

db\ db\® 

a == 1,10001, we =  0,812999. 
XVIII. 


Au moyen de ces valeurs et des formules de l’article IV, j’ai trouve 
les expressions suivantes des perturbations réciproques des satellites, 
dans lesquelles les masses m, m’, m” et m” sont rendues dix mille fois 


plus grandes. 


OEuvres de L. — XI. Bt 


h02 THEORIE DES SATELLITES DE JUPITER. 


Premier satellite. 


or== 0,000465995 m' cos (nt — n't 4-¢— 2’) 
— 0,09998077 m'cos2(nf—n't+e—e 
— 0,000408870 m' cos3 (nt — n't +-¢ — 8’), 


6v=— 60",687 m’'sin (nt—n't+e—2#') 


+7185",05 m'sina(nt-—n't+e—e') 


+ 22,9407 m'sin3(nt—n't+e¢e—e'). 


Deuxiéme satellite. 


dr'= 0,05128288 m cos (nt —n't+e —e’) 
+ 0,0005917397m cos2(nt — n'é+e —e') 
+ 0,0001399405m cos3(nt —n't+e—e’') 
+ 0,0007321374m" cos (n't + n"t + e'— &") 
— 0,0879380 m'"cos2(n't— n"t + e’— ee" 
— 0,000633g091 m" cos 3(n'é — n"t + 8’ — 8"), 
dv’ = — 2279", 40 msin (nt —n't+e—e') 
— 19",0497 m sina(nt —n't+e—e!' 
— 3",4090 m sin3(nt —n't+e—e’) 
— 59",766 m'sin (n't —n"t--6'— «"” 


+ 3979", 83 m" sin a(n't — n"t +e! — 8") 


+ 22",321 m" sin 3(n't — n"t + &'— 6"), 


Troisiéme satellite. 


6r"= 0,0414925 =m! cos (n't —n"t+e'—6") 


" 


+ 0,000917144 m' cosa(n't —n"t+ 6’ —¢ 


+ 0,000217082 m’ cos3(n't — n"t + e' — @" 


mM 


+ 0,0007521007 m" cos (n"t— nt + ¢"— el") 
—0,00449712 m"”cosa(n"t — nt + &"— 6") 


—- 0,00039794 m"” cos3(n"t— n"t + 2" — @" 


bd 


o¢" = — 1130", 33 m' sin (n't —n"t+e'—e") 
— 16",5039 m! sina(n't —n"t+e' —e") 
— 3",3067 m’ sin3(n't —n"t+e6'—eé") 
— 34",4108 m”sin (n"t—n"t+e"— 6") 
+ 117",360 m”sina(n"t— nt + e"—e") 
+  8",24894 m’” sin 3(n"t —n"t + e"— 6"), 


THEORIE DES SATELLITES DE JUPITER. hO3 


Quatriéme satellite. 


ér"= 0,00317919 m' cos (n"t— nt +e" — ee") 
+ 0,000578364 m" cos2(n"é— n”t + &”— &”) 
-+ 0,000136139m" cos3(n"t — n”—+ &"— &”), 


dp”= — 10", 395 m” sin (n"t—n"t+e"— 6") 
— 5",170 m" sin 2(n"t —n”t+-2" — e”) 
— 1",078 m" sin 3(n"t — nt + 6"— 6"). 


Je ne donne ici que les inégalités produites par l’action des satel- 
lites voisins, et je néglige les inégalités produites par les actions réci- 
proques du premier et du troisiéme, du premier et du quatrieme, enfin 
du second et du quatrieme. Il est facile de déterminer toutes ces iné- 
galités par ce qui précéde, mais je me suis assuré qu’elles sont insen- 
sibles et qu’elles ne feraient que compliquer les Tables, sans leur 
donner plus de précision. 

Pour avoir les résultats précédents, il était nécessaire de connaitre 
d’une maniere approchée la valeur de 9 — $0 qui entre dans les expres- 
sions de N, N’, N’ et N”. J’ai supposé 


0 —40=0,0194222; 


on verra ci-apres que cette valeur est suffisamment approchée pour 
que l’erreur dont elle est susceptible n’ait aucune influence sensible 
sur les déterminations précédentes. 

Les inégalités des satellites de Jupiter, dépendantes de leur élonga- 
tion mutuelle, ont été déja déterminées par plusieurs géométres et 
spécialement par MM. Bailly et de la Grange. Leurs résultats different 
un peu des precédents, ce qui tient en partie a ce qu’ils ont employé 
pour a, a’, a’ et a” les valeurs que M. de Cassini a trouveées par les 
mesures directes des distances des satellites au centre de Jupiter et 
surtout a ce qu’ils n’ont point eu égard a la différence des valeurs 
de N, N’, N’ et N” aux quantités correspondantes n, n’, n” et n”; cette 
différence est fort sensible dans les inégalités des deux premiers 
satellites, comme nous Il’avons observé dans l’article V. En faisant 
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aux résultats de M. Bailly les corrections dues 4 cette différence, ils 
se rapprochent beaucoup des résultats précédents, que j’ai calculés 
avec soin et de l’exactitude desquels je crois pouvoir répondre. 


XIX. 
Considérons maintenant les inégalités dépendantes des excentri- 
cités des orbites. Les termes de 69, ov’ et év” dépendants de l’angle 
nt— an't+e—2e'+ ft+Tr 
sont, par l’article XV, 


ov =Q sin(nt—an't+e—22e'+ ft+TI), 
dv’ = Q' sin(nt— an't+e—2e’4+ ft+T), 
do" = Q" sin(nt ~ an't+¢e—2e'+ ft +P). 


Nous avons donné dans l’article VIII les expressions de Q, Q’ et Q’; 
elles dépendent des valeurs de F, G, F’ et G’; or on a, par l'article V, 


OB”) an 
at Oa i i! aa 
OB”) one an a”? 
G=0% [ae = eee (eo S); 
Oa a i — ip 
d’ot lon tire, par l’article VI, 
ab 
ee zr 27 
Pees do. n— geet 
2 
db\)) 
C= 5 Te ere, 3n'—n 
da n—n' 4 (7 — n') a? 
db\) db\?) 
en substituant donc pour a, bd", 6, rs et aE leurs valeurs numé- 
2 DY 


riques trouvées ci-dessus, on aura 
F = 1, 482966, G = — 0,855700. 
On trouvera de la méme maniere 


F’ = 1, 466091, G’ = — 0,8548145. 
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Au moyen de ces valeurs et des formules de l'article VII, on aura 


, 16,8128 — 6,09662 h! 


Q=- 


? 


pad 13,2797h — 4,81543 h’  4,12520h' — 1,50782h" 
ue v i, 2 + f 5 ? 
(: ss wise) (: % ssi) 
gue Bey 3,24237 A’ — 1,18513 h” 


("+ spire) 


On déterminera les quantités f, h, h’, h’, h” au moyen des équa- 
tions (I) de larticle XV. Pour cela, nous observerons que la plupart 
des astronomes supposent p = #4; en faisant ensuite $9 = 54, on aura 


mais, vu l’incertitude qui peut exister sur cette valeur, nous suppo- 
serons 


uv. étant une indéterminée que nous déterminerons dans la suite. Cela 
posé, on aura, par les formules de l’article VII, 


(0) = 259072", 6212, (1) = 50971", 29 p, 
(2)= 9942",67p, (3)= 1377", 82. 


On aura ensuite 


[yor] = 33", 00, [eT OF s16; { | = 250s 31, AEST Rae 
On trouvera encore 
(0, 1) =12893", 96m’, (0; 2) == 1685") 2590": (O53) ==, 248", 38m", 
(1, 0) 10221", 597m, (i, 2) == G334'aory (io a 084". hom . 
(2,0)= 1059",79m, (2, 5) = 5048", 01s’, (5,.9) =1907" 14m’, 


(3,0)== 117",55m, C35°1) ei: 348! Bom! (3,2) = 1438", 02m". 
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Enfin, on aura 
= 9554",90m’, = 8i2/jo6n1', fo, 3]= 69", 10m", 
SS brik! OSI, 1, 2] = 4686", 58m", 133 )= 256", 067", 
[2, of e=4I10"), 207, [a 1] = S708", 69 me, aS I9k' 220", 
3,0] = Bo" sger, 351) =o Care, = 975", 89m". 

Les équations (1) de l’article XV deviendront ainsi 


| o =h(f—259072",62 » — 33",46 — 12893", 96 m'— 1685", 25 m!"— 248",38 m”) 
+ 9954", gom'h' + 812", 96m" h" 
9.63465" m + 166781" m' 
oe ‘ 
(1+ sane) 


95537"m + 60478" m' — 81843"m!" 29915" m!m" h" 


t D) 
fat ar 
(+ Saase + sist) 


o = h'(f—50971", 27 p. — 67", 16 — 10221", 52 m — 6337", 75 m”— 584",40m) 
+ 7574",52mh -+ 4686",58m" h" + 256", 06m” h” 
75736" m + 47943" m' — 64880" m” 


—_,- 
(+ spasm) 


h! 27463" m? + 17385" mm! — 47054" mm"+- 31682" m! m"+ 20154" m” 


— $599", 3m -+ 11580" m! +- 7366,9 m" 
2 9) 5) 


€ at Dee 2 
973254" 
o = h"(f — 9942", 67 p. — 135", 31 — 1057",77 m — 5018",01m!— 1907"14 mm") 
+ 510", 26mh + 3710", 67 m' h' +-1294",22m" h” 


+ 69", 10m” h” — m'h 


Se on/p! 


+ mh 


a m" h! 


: I fi 
18777 mm’ h any: me 


(1+ —fe) re tee 
73254" 73204" 


3351", 4m! + 2131", 9m" 


a Nee 
(1+ wie) 


oh" (f — 1377",82p — 315", 64 — 117",55 m — 348", 89m’ — 1438",02m") 
+ 32",7omh + 152",87m!' h' +- 975",87m"h". 


— Th 
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Lorsque les masses m, m’, m”, m’ et la quantité u% seront connues, on 
aura, en résolvant ces équations, quatre valeurs de / et les rapports 
correspondants des indéterminées h, h’, h’, h” & Vune de ces indéter- 
minées qui sera arbitraire. Ces quatre systémes def, A, h’, h’, h" don- 
neront autant de valeurs pour Q, Q’ et Q’. 


XX. 


Les inégalités des satellites dépendantes de l’action du Soleil ont 
été déterminées dans l’article IX. L’expression de éy trouvée dans 
cet article renferme d’abord le terme 


11 M? 


8n? 


sin(2né—2Mt+ 2e—2A), 


La fraction a est égale au quotient de la durée de la révolution 


sidérale du satellite, divisée par la durée de la révolution sidérale de 
Jupiter. Dans les Mémoures de 1’ Academie pour l'année 1786 ('), jai 
trouvé le moyen mouvement sidéral de Jupiter égal a t0g181”,5 dans 
Pintervalle de 365 jours, ce qui donne 8,5732625 pour le logarithme 
de la durée de sa révolution sidérale, réduite en secondes. Au moyen 
de cette valeur et des durées des révolutions sidérales des quatre 


satellites, que nous avons données dans I’article XVIJ, on déterminera 
11M? 
Sn? 


ar le rayon du cercle, réduit en arc, ou par 57°17’44’,8; on trouvera 
P by 


le coefficient 


» que l’on réduira en secondes, en le multipliant 


ainsi 
: : 11 M? 
Eremrer cates acct. a 0”, 04729, 
ve : 11 M? 
Deuxieme satellite... 3 = 0”, 19054, 
Bir : 11 M? 
Troisiéme satellite..... eae i 0”, 977338, 
Fs PEM? gps, 
Quatriéme satellite.... onl = 4", 20814, 


(1) Ci-dessus, p. 234. 
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L’expression de é¢ de l’article IX contient encore le terme 


—o9M’h 


n(2oM+N—n eS oMt+/ft+e—2A+T). 


Ce terme n’est sensible que pour le troisieme et le quatriéme satellite, 
et lon peut y supposer zn — f=N, ce qui le réduit au suivant 


— hsin(nt —2Mt+ ft+e—2A-+T7). 


On a ensuite 


Premier satellite ..,... oe = 0,0018375, 
Deuxiéme satellite...,, = = 0,0036884, 
Trojsiéme satellite..... es = 0,0074310, 
Quatriéme satellite..,. aS 0,017334, 


Enfin, l’expression de é¢ de l’article IX contient le terme 
ae sin(Mé+ A—B). 


Nous avons vu, dans I’article XIV, que, relativement aux trois pre- 
miers satellites, ce terme est modifié par leur mouvement de libra- 
tion, et nous avons déterminé ce qu'il devient pour chacun d’eux. 
Cela posé, sil’on fait usage de la valeur de E, que j’ai trouvée, dans 
nos Mémoires pour l’année 1786 ('), égale & 0,0480767 pour le com- 
mencement de 1750, on aura les expressions suivantes de l’inégalité 
des satellites dépendante de l’angle Mc + A—B: 


: : ; 3 bkn” : 
Premier satellite ..... 12048 (: = wa) sin(Mt+ A— B), 

~ ' 3 ga'mbkn"? } 
Deuxiéme satellite.... ~ 24",384 E = Gon MS Ta | sin(Mt+ A—B), 
Troisiéine satellite.-.. 49", 126 E | al eter eee 
Quatriéme satellite... 114",594sin(Mé+ A—B). 


(1) Ci-dessus, p. 236. 
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Ces inégalités varient avec l’excentricité de l’orbite de Jupiter; mais 
ces variations sont insensibles dans l’intervalle d’un ou deux siecles, 


XXI, 


Deéterminons les inégalités du mouvement des satellites en latitude. 
Les équations (L) de l’article X deviennent 


| 0 = (259072", 62 p. + 33”, 46 + 12893”, 96 m'+ 1685", 25m" + 248",38m”) v 
— 12893", 96m! v! — 1685", 25 mv" — 248", 38 mv” — 33", 46, 
0 = (50971",27 4% + 67",16 + 10221",52m + 6337",75 m" + 584", hom”) v' 
— 10221",52myv — 6337",75 m" v" — 584", hom" v” — 67", 16, 
(L’) ( 
in = (9942",67 p +135",31 + 1059",77 m + 5018", 01 m' +- 1907", 14m") v" 
— 1059",77 mv — 5018", 01 m'v! — 1907", 14 mv” — 135", 31, 
0 == (1379", 82p. + 315", 64 + 119",55 m + 348”, 89m! + 1438",02 m") v” 
\ —119",55 mv — 348", 89m'v' — 1438", 02 mv" — 315", 64. 


Les équations (4), (4'), (k’) et (k”) de larticle X deviennent 


0 = (¢ — 259072", 62 p — 33”, 46 — 12893", 96 m'— 1685",25 m"” — 248",38m") L 
+ £2893", 96m! l! + 1685", 25 ml" 4+- 248", 38m" Ll", 


o = (¢q—50971", 27 p. — 67,"16 —10221", 52 m — 6339", 75 m" — 584", 4om") 


+ 10221",52 ml + 6337",75 m" l" +- 584", 40m" l", 
M’ 
oe 0 = (¢—9942", 67 w — 135", 31 — 1057", 77 m — 5018",01 m! — 1907",14m") l" 
+ 1057",77ml + 5018", 01m! l' + 1907", 14m" Ll", 
om (q —1377", 82 p— 315", 64 — 117", 55 m — 348", 89 m' — 1438", 02m") 
\ +119",55 ml + 348", 89 m'l' +- 1438", 02m"l’. 


Lorsque les masses m, m’, m” et m"” seront connues, on aura, au 


My 


moyen des équations (L’), les valeurs de v, v’, v” et v”. Si l’on ne con- 
sidére que la partie de la latitude des satellites, qui dépend de l’incli- 
naison W de léquateur de Jupiter sur son orbite, on aura, par 


Varticle X, 
1—v) Wsin(nt +e —I[), 


( 

(1—v') Wsin(n’é +’ —I), 
0-02 oD, 

( 


1—v”)Wsin(n”t+ e”—I). 


on 
iS 


OFuvres de L.-- XI. 
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Ces valeurs de s, s‘, s”, s” sont les mémes que si les satellites m, m’, 
m’ et m” étaient mus sur des plans situés entre l’orbite et l’équateur 
de Jupiter, passant par l’intersection commune de ces deux derniers 
plans et respectivementinclinés 4 l’équateur de Jupiter des quantités 
vw, vw, vw’ et v’W. On peut donc concevoir les orbites des satel- 
lites comme étant mues sur ces plans qui, dans les variations de l’or- 
bite et de l’équateur de Jupiter, passent constamment par leur com- 
mune intersection et dont les inclinaisons sur l’équateur sont toujours 
proportionnelles a l’inclinaison de l’équateur sur l’orbite de Jupiter. 

Les équations (M’) donnent quatre valeurs différentes pour q; de 
plus, elles déterminent les rapports correspondants des indétermi- 
nées J, l’, l’ et 2” a Pune de ces indéterminées, qui reste arbitraire. De 
ces valeurs de g dépendent les mouvements des orbites des satellites 
sur les plans dont nous venons de parler, comme nous le verrons en 
discutant la théorie particuliére de chaque satellite. 


XXII. 


Pour réduire en nombres les inégalités périodiques du mouvement 
des satellites en latitude, déterminées dans l’article XI, nous y sup- 


poserons P 
N = C=, 
N’-- g=7', 
N’ + i= n’. 


NZ qd == ji 


ce que l’on peut faire sans craindre aucune erreur sensible; on trouve, 


cela pose, 


$s = 0,0034876m' (l!— 1) sin(3nt — 4n't + 3¢—4he'—qt+ A) 
— 0,00015312(L’— /) sin(mé —2Mt+¢e—2A—gt+ A), 


s' = [0,0027648 m (J — 1’) + 0,0017068 m" (l” — I) ] sin (ant — 3n't + 26 — 36! — gt + A) 
— 0,00030737(L' — /’) sin(n'é — 2Mé+ e/— 2A —qt+ A), 


s"= 0,0013514 m' (l!— 0”) sin(an't — 3n"t+ 2e’— 3e”— gt + A) 
— 0,00061925 (L’ — 2") sin(n”¢ — 2Mé + e"— 2A — qt+ A), 


s’== — 0,0014445 (L’ — 2) sin(n¢— 2Mt¢+ e”—2A—qt-+A). 
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Les inégalités que nous venons de déterminer renferment les cing 
inconnues v., m, m', m”, m”; Vévaluation de ces inconnues est un des 
points les plus intéressants de la théorie des satellites. Cette évalua- 
tion et celle des inégalités qui en dépendent sont l’objet de la seconde 
Partie de cet Ouvrage. 
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Mémoires de l’ Académie royale des Sciences de Paris, année 1789; 1792. 


SECONDE PARTIE. 


THEORIE ASTRONOMIQUE DES SATELLITES DE JUPITER. 


J’ai donné, dans le Volume de l’Académie pour I’année 1788, une 
théorie des satellites de Jupiter. La longueur de cet Ouvrage m’a 
obligé d’en renvoyer la suite a l’un des Volumes suivants. Je l’avais 
communiquée a M. de Lambre, qui l’a prise pour base d’un immense 
travail sur les satellites de Jupiter, d’ou sont résultées les nouvelles 
Tables de ces astres, imprimées dans la derniére édition de |’ Aséro- 
nonue de M. de la Lande. M. de Lambre se proposait de publier cette 
suite avec ses recherches qu’il voulait perfectionner encore; mais, 
ayant été chargé par lAcadémie de mesurer, conjointement avec 
M. Méchain, l’arec du méridien terrestre qui doit donner la mesure 
universelle, il ne pourra de longtemps s’occuper de la théorie des 
satellites. C’est ce qui me détermine a publier ici la suite de mon 
travail, en y substituant aux résultats numériques que j’avais trouvés 
les résultats plus exacts que M. de Lambre a tirés de la discussion 
d’un tres grand nombre d’observations, et qwil a bien voulu me 
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communiquer. Je conserverai toutes les dénominations et l’ordre des 
articles de mon premier Mémoire dont celui-ci est la suite. 


XXIII. 


Determination des masses des satellites et de V'aplatissement de Jupiter. 


Pour déterminer ces inconnues, il faut cing données de l’observa- 
tion. Nous prendrons pour premiere donnée l’inégalité principale du 
mouvement du premier satellite, inégalité que M. de Lambre a fixée 
i 3/39’ en temps. Pour la convertir en secondes de degré, il faut la 
multiplier par la circonférence entiére ou par 1296000’, et la diviser 
par la durée de la révolution synodique du satellite, durée que M. de 
Lambre a trouvée de 152.915”, 9451952056. On aura ainsi 1856’, 08. 
Cette inégalité, par article XVIII, est égale & 7185”,05m’, d’ot l’on 
tire 

MN =O, 2083206 

Nous prendrons pour seconde donnée l’inégalité principale du 
second satellite que M. de Lambre a fixée & 15/15”,3 en temps. Pour 
la réduire en secondes de degré, on la multipliera par 1 296 000’, et 
lon divisera le produit par la durée de la révolution synodique du 
second satellite, durée que M. de Lambre a trouvée de 


307 073”, 7302548007. 


On aura ainsi 3863”,0; mais, par l’article XVIII, cette quantité est 
egale & 2279”, 40m + 3979",83m’, en réunissant, comme nous l’ayons 
fait dans Varticle V, les deux termes de dv qui dépendent des angles 
ni—ni+e—e' et an't —2n’t + 22’ — 2”. On aura donc 


2279",40m + 3979", 83 m" = 3863", 0, 
ce qui donne 
m = 1,694745 —1,745999m". 
La troisieme donnée dont nous ferons usage est le mouvement an- 
nuel et sidéral de abside du quatrieme satellite, mouvement que les 
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observations ont donné a M. de Lambre de 2540’,35. Nous suppose- 
rons done f = 2540”,35 dans la derniére des équations (Q) de l’ar- 
ticle XIX, qui devient ainsi 


0 = 2224",71 — 1399", 82 —117",55m — 348", 89m! — 1438", 02m" 
(a) h h' h’ 


2 a : 
+ 32,70m jit + 152",87m!' hii + 979", 87m" FF 


Pour réduire cette équation a ne renfermer que les indéterminées wu, 
T " 


; er be h : 
m, m’,il faut en éliminer les fractions ii? - La comparaison d’un 


es eds 
grand nombre d’éclipses du troisiéme satellite avec la théorie m’a fait 
voir que son mouvement renferme deux équations du centre, trés 
distinctes, dont l'une se rapporte a l’abside du quatriéme satellite. 
M. de Lambre a fixé cette équation & 309’,1, et ila trouvé l’équation 


du centre du quatriéme satellite égal 4 3063”,2; on a ainsi 


ed a = 0,1009075 
ee Mpsios 26 , 
; 3 h : an } 
On déterminera =, et 7 au moyen des deux premiéres des équa- 
h' h 


tions (Q) de l’article XIX; mais il faut pour cela connaitre d’une 
maniére approchée les valeurs de u., m, m” et m”. Or on a, a trés peu 
pres, comme on le verra bientot, 


p =0,692967, 
it = 0, 18130; 
NU == 6, 0001Go; 
~ m” = 0, 560089. 


Ces valeurs ont une exactitude plus que suffisante pour la détermi- 
f 


: ; h h fs x F 3 
nation des fractions 7; et 77>» qui n’ont qu’une tres petite influence 


sur les résultats suivants. La premiere et la seconde des équations (Q) 


donnent a fort peu pres, en y substituant, au lieu de /, p, m, m”, m 
hh’ 


el im 


» leurs valeurs précédentes, 


2 h' 
ji = 0,0030527, jf = 0,021380. 


Ofuvres de L. — XI. 53 
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tise h" ; 
En substituant ces valeurs, ainsi que celles de m’ et de ii? dans 


’équation (a), elle deviendra 
0 = 1936", 37 — 1377", 82 —117",45m — 1134", 50m". 


En substituant ensuite pour mm sa valeur trouvée ci-dessus, en m”, on 
aura 
m" = 1, 706793 — 1, 214473 p. 
Cette valeur, substituée dans l’expression de m en m”, donne 


m = — 1, 285334 + 2,120469p.. 


La troisiéme des équations (Q) de l’article XIX nous fournira une 


quatrieme équation pour déterminer les inconnues u, m, m” et m". 


hh! hh" 
: et a 


F ie 5 h 
En la divisant par 2”, et en y substituant, au lieu de m’, => 7, et 7 


leurs valeurs précédentes, on aura 
0 = 122",93 — 1003", 29p. — 127", 85m — 23",24m" + 1101",87m". 
Au lieu de m et de m”, mettons leurs valeurs en uw, nous aurons 


0 = 247",59 — 1246",17p +1101",78m", 
d’out l’on tire 
m” = — 0, 2247182 + 1,131052p. 

L’exactitude de cette équation dépend de la valeur 24’, c’est-a-dire 
de l’équation du centre du troisieme satellite qui se rapporte a l’ab- 
side du quatrieme; c’est la quatrieme donnée que nous empruntons 
des observations qui la fixent avec assez de précision pour qu’on 
puisse l’employer avec avantage dans la recherche des masses des 
satellites. 

Enfin, nous prendrons pour cinquieme donnée de l’observation le 
mouvement annuel et sidéral du noeud de l’orbite du second satellite 
sur le plan de l’équateur de Jupiter, mouvement que M. de Lambre 
fixe a 43250”; nous supposerons ainsi, dans la seconde des équa- 
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tions (M’) de l'article XXI, ¢ = 43 250’, et elle deviendra 


( 0 = 43182", 84 — 50971", 27 p — 10221", 52m — 6339", 95 m" — 584", 40m" 


(5) i} l!’ qi" 
+ 10221",52m weit 6337",75 m" 7 + 584", 40m” re 


Pour faire usage de cette équation, il faut connaitre d’une maniere 

. : I I! Mr ‘ : ; 
approchée les fractions 5, 7» 7; or, si dans la premiere, la troisieme 
et la quatriéme des équations (M’) de l’article XXI, on substitue pour 
qs %, ™m, m', m’ et m” leurs valeurs précédentes approchées, on aura, 
en divisant par /’, trois équations du premier degré entre les quan- 


ete l l!' ql” ; ° 
tités a 7? Ws et, en les résolvant, on trouvera, avec une exactitude 
suffisante, 

l } I It 

7 = 02023183, 77 =~ 01038600, FF =~ 0, 0010488. 


L’équation () devient, au moyen de ces valeurs, 
0 = 43182",84 — 50771", 27 u — 9984", 55 m — 6582", 39m" — 585", 01m". 
En substituant pour m, m” et m” leurs valeurs en v., on aura 


0 = 44912",69 — 64810",75p, 


ce qui donne 
P= 0, 692982 


et, par conséquent, 


12 O,TOGIIS, mi" = 0,865185, m"” = 0,5590808. 


On peut, avec ces valeurs, recommencer tous les calculs que nous 
venons de faire et en tirer des valeurs encore plus approchées de ces 
inconnues; mais le peu de difference d’avec celles que nous avons 
supposées rend ce calcul parfaitement inutile. 

Les données les plus précises pour connaitre les quantités précé- 
dentes seront les mouvements des noeuds et des absides des orbites 
des satellites, quand la suite des siecles les aura fait connaitre avec 
exactitude. M. Maraldi avait trouvé, par la comparaison des éclipses 
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du troisiéme satellite, que Vinclinaison de son orbite est assujettie a 
une variation dont la période est de 132 ans; M. de Lambre a trouvé 
cette période d’environ 139 ans. En adoptant les valeurs précédentes 
des masses, on trouve cette méme période de 134 ans; le milieu entre 
les résultats de MM. Maraldi et de Lambre nous aurait done conduit a 
peu pres aux mémes valeurs que nous venons d’obtenir pour p, m, 
m’ et m”; mais l’équation du centre que le troisieme satellite em- 
prunte du quatrieme parait étre jusqu’ici une donnée de l’observa- 
tion plus précise que la période des variations de l’inclinaison de 
son orbite. 

La quantité ». détermine l’aplatissement de Jupiter; pour cela nous 
observerons que l’on a par I’article XIX 


En substituant pour pv. sa valeur précédente, on aura 
P— 29 = 0,02177944. 


Pour déterminer 9, soient ¢ le temps de la rotation de Jupiter, T celui 
de la révolution périodique du quatriéme satellite, on aura A trés peu 


pres 
T2 
saan ET 
On a, par larticle XVII, 
GO = 255436 


et, par les nouvelles déterminations de M. de Lambre, 
T= 144193 0*. 


La rotation de Jupiter est, suivant M. de Cassini, de G1 56" 2130960": 
partant 
? = 0,098797, 
ce qui donne 
P = 0,07119794. 


Le rapport des axes de Jupiter est, par l’article III, égal 4 — dg et, 
1+ 46 


fk 
3 
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par conséquent, il est égal 4 0,9305 = ¢ a peu pres. Ce rapport a été 
mesuré avec beaucoup de soin, en différents temps; le milieu entre 
les diverses mesures est +7 ou 0,929, ce qui ne differe du résultat pré- 
cédent que d’une quantité insensible; mais, si l’on considére l’in- 
fluence de la valeur de uv sur les mouvements des nceeuds et des absides 
des orbites des satellites, on voit que le rapport des axes de Jupiter est 
donné par les observations des éclipses avec plus d’exactitude que 
par les mesures les plus précises. L’accord de ces mesures avec le 
résultat de la théorie nous montre d’une maniere sensible que la 
pesanteur vers Jupiter se compose de toutes les pesanteurs vers cha- 
cune de ses molécules, puisque les variations dans la force attractive 
de Jupiter, qui résultent de cette supposition et de l’aplatissement 
observé de Jupiter, représentent exactement les mouvements des 
noeuds et des absides des satellites. 

Rassemblons maintenant les résultats que nous venons de trouver. 
Si on divise les valeurs de m, m’, m’, m” par 10 000, on aura, par 
article XVIII, les rapports des masses des satellites 4 celle de Jupiter, 
et ces rapports seront : 


Premior satellitens..c-recisicm as secs 0, 0000184113 
Dewxiemo satellitOn ner cas ete 0 0000258325 
EVOISIOME Sate lliter rec ie/cle eter 0 0000865185 
Quatriemersatellitey.... 0+... 1s. 000005590808 


et le rapport des axes de Jupiter est celui de 67 4 72. 

Aprés avoir ainsi déterminé l’aplatissement de Jupiter et les masses 
de ses satellites, nous allons reprendre l’évaluation en nombres de 
leurs inégalités séculaires et périodiques. 


XXIV. 


Des excentricités et des absides des satellites. 


Les excentricités des orbites des satellites et les mouvements de 
leurs absides dépendent de la résolution des équations (Q) de l’ar- 


ticle XIX. Si l’on y substitue pour u, m, m’, m” et m” leurs valeurs 


\ 
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précédentes, elles deviennent 


| o= eigen 


fu 24,68", 2 elke s a 
(: ic faa) 
ig 703", 36 4 vay e He + 38",633h", 
(+ sas) 
6 "6 
== — 43089", 40 — : ve | h 
( ef wins) 
4+ 1394", pice h 
2 
| es 
(Q') 973254 
te 4ob4",7 a hl-+- 143", 16 kh", 
’ Oe 


+ | 958", 56 4 


o=+ (f— 2626",4)h” + 6’,0205h + 39", 4g h'+ 844", 31h". 


Ces équations donnent une équation finale en f d’un degré fort 
élevé; & chacune des valeurs de / répond un systeme des constantes A, 
h', h", h” dans lequel trois de ces constantes sont données au moyen 
de la quatrieme, qui reste arbitraire; ainsi, comme il ne peut y avoir 
que quatre arbitraires par la nature du probléme, l’équation en f n’a 
que quatre racines utiles. La grande influence de l’aplatissement de 
Jupiter sur les mouvements des absides des satellites rend les valeurs 
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de / peu différentes de celles qui auraient lieu par le seul effet de cet 
aplatissement; on aura ainsi une premiére approximation de ces va- 
leurs, en égalant a zéro les premiers termes des seconds membres de 
chacune des équations (Q’). Cette considération facilite extrémement 
la détermination des valeurs de /, que l’on peut avoir par une approxi- 
mation tres rapide, de cette maniere. 

On observera d’abord que la premiere des valeurs de /, dans l’ordre 
des grandeurs, est peu différente de 200000’; on supposera done 
{= 200000" dans les trois derniéres des équations (Q’), divisées 

ht ht 


: : h! : 
par A, pour en tirer les valeurs des fractions 7 7 GZ On substituera 


ensuite ces valeurs dans la premiere des équations (Q’), et l’on mettra, 


pour /, 200 000” dans le diviseur (: + oven) on aura ainsi une va- 
leur de / plus exacte que la valeur supposée. On fera de cette nouvelle 
valeur le méme usage que de la précédente, et ainsi de suite, jusqu’a 
ce que l’on trouve deux valeurs consécutives qui soient a tres peu pres 
les mémes. Un petit nombre d’essais suffira pour cet objet, et alors on 
sera certain que les équations (Q’) sont satisfaites. On trouve ainsi, 


apres trois essais, 


J, 3200826", 

Le OLOT ONO 210s 
h" = — 0,003888h, 
h” = — 0,000017088h. 


Les valeurs de A’, h’, h”, relatives & cette valeur de /, étant plus 
petites que 4, on peut considérer 4 comme I’excentricité propre au 
premier satellite, dont l’abside a un mouvement annuel et sidéral de 
200 826". 

La seconde valeur de / est d’environ 60 000”. Pour l’avoir exacte- 
ment, on supposera f= 60000" dans la premiere, la troisiéme et la 
quatriéme des équations (Q’), et l’on en tirera les valeurs des frac- 


| mee igiay ss 
fia inl ihe 
des équations (Q’) divisée par A’, et l’on fera f= 60 000" dans le divi- 


tions - On substituera ensuite ces valeurs dans la seconde 
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f 


2 ° . , 
seur (1 + =i) ; on aura ainsi une valeur plus approchée de /, 


avec laquelle on recommencera l’opération jusqu’a ce que l’on trouve 
deux fois de suite la méme valeur de f. On trouvera ainsi 


f = 38067'552, 

h =— 00403361 
h" = — 0,048858h', 
h"== 0,00007973 h'. 


Les valeurs de h, h’, A” étant plus petites que A’, on peut considérer 
h’ comme l’excentricité propre au second satellite, dont l’abside a un 
mouvement annuel et sidéral de 58 067”, 52. 

On voit, par le premier terme de la troisieme des équations (Q’), que 
la troisieme valeur de / est d’environ to 000”. On portera cette valeur 
dans la premiere, la seconde et la quatriéme des équations (Q’), et l’on 


/ Mm 


: : His dol Se > F 
en tirera les valeurs des fractions i? iP? Fr On substituera ensuite ces 


valeurs dans la troisiéme des équations (Q’) divisée par A’, et l’on fera 


2 


jf = 10000" dans le diviseur (: sd tsar) ; on aura ainsi une valeur 


plus approchée de /, avec laquelle on recommencera le calcul jusqu’a 
ce que l’on trouve deux fois de suite la méme valeur. On trouvera 
ainsi 


Ff =29812, 4, 

h =— 0,000834427h", 
= O,A1oho08 hs, 
h" = — 0,118663h". 


Les valeurs de Af, h’, h” étant plus petites que celle de A”, on peut 
considérer 4” comme I’excentricité propre au troisieme satellite, dont 
Pabside a un mouvement annuel et sidéral de 9812”, 94. 

Enfin, la quatrieme valeur de / est celle que les observations don- 
nent pour le mouvement de l’abside, et qui, comme on !’a vu dans 
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article précédent, est de 2540’,35. On a, dans ce cas, 


f = 2540", 35, 


h = 0,0030527h", 


h! = 0,021380h" 


? 


h"= 0,1009075h". 


Les valeurs de h, h’, h” étant plus petites que 2”, on peut considérer 
h” comme l’excentricité propre du quatrieme satellite, dont Vabside 
aun mouvement annuel et sidéral de 2540’, 35. 

On voit par la que chaque satellite a une excentricité qui lui est 
propre. Cette circonstance, qui n’a pas lieu dans la théorie des pla- 
netes, est due a l’aplatissement de Jupiter, dont l’effet sur le mouve- 
ment des absides des satellites est tres grand. 

I] ne s’agit plus maintenant que de connaitre les excentricités 
propres a chaque satellite et les positions de leurs absides 4 une 
éepoque donnée. Nous dirons, en parlant de la théorie de chaque satel- 
lite, ce que les observations ont appris sur cet objet. 


XXY. 


Des inclinaisons et des nauds des orbites des satellites. 


L’inclinaison et le mouvement des noeuds des orbites des satellites 
dépendent de la résolution des équations (L’) et (M’) de l’article XXI. 
En substituant dans les équations (L’) les valeurs précédentes de u., 
m, m’, m’ etm”, ces équations deviennent 


0 =184493",91v — 3330", 84v'— 1458", 05v'— 138", 86v"— 33", 46, 
0 = 43081", 30v' —18881", 91 v — 5483", 30v"— 326", 73v"— 67", 16, 
o= 9582",69v"— 194",74v — 1296", 30v' —1066", 25 v”— 135", 31, 


o— 2626’,31v"— 21",649— go", 13 v' —1244", rov” —315", 64. 
OLuvres de L. — XI. 54 
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En résolvant ces équations, on trouve 


v = 0,00063534, 
v! = 0,0064232, 
v" = 0,0299801, 


Vi ==10), NOON 2) 


Ces valeurs de v, v’, v’ et v” déterminent la partie de la latitude des 
satellites qui dépend de l’inclinaison de l’équateur de Jupiter sur son 
orbite, et qui, par l’article X, est, pour les différents satellites, 


Premier satellite ........ (1 —v )vsin(n ¢+e —]), 
Deuxiéme satellite. ..... (1—v’ )Wsin(n’é+ e’ —]I), 
Troisiéme satellite...... (1— v")Usin(n"t +e” —1), 
Quatriéme satellite...... (r—v")b sin(n”t + e”— I). 


L’inclinaison | de léquateur de Jupiter sur son orbite et la longi- 
tude I de son noeud ascendant doivent étre déterminées, par les obser- 
vations, pour une époque donnée. M. de Lambre a trouvé que l’on 
avait, a tres peu pres, au commencement de 1700, 


b= 8°60", 


Te 10° oso. 


Ces valeurs de | et de I sont variables, et, si la caractéristique a 
désigne des variations annuelles, on a, par l’article X, 


dy=—d' —_cos(V—1) + Wal sin(I— I), 


if Uy! 
ss guy Dive a pee peer atees 4 pit 
M M 
v’ et I’ étant Vinclinaison et la longitude du neeud de l’orbite de Ju- 
piter sur un plan fixe. Si l’on prend pour ce plan celui de l’écliptique 
en 1700, on avait, & cette époque, 


v! = 119/10", 
’ — Seg atte One 
d'= — 0",0784, 
Ob =_ 6", De3; 
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d’ot l’on tire 
dl = 0",0229, 
dl =3";1)— 6. 


Nous avons donné l’expression de 6 & la fin de l’article X. Si l’on y 
substitue pour e — 59, m, m’,m", m",v, v’, v’, v” leurs valeurs trou- 
vées précédemment, on aura 

far dR 
Ss =. /(oo 
afi C1 R* a 


La loi de la densité des couches du sphéroide de Jupiter étant in- 
Apeetidcia JR 
connue, la valeur de la fraction ~_———— est pareillement inconnue. 
OR‘d 

Dans le cas ot cette planéte serait homogene, cette valeur serait égale 
a 3; mais, l’aplatissement de Jupiter étant moindre que dans cette 
hypothese, les densités ( doivent diminuer du centre a la surface, ce 
qu'il est d’ailleurs tres naturel d’admettre; alors on a 


fOR AR 5 
a 
fcaR aR 3 


Les phénoménes de la précession des équinoxes combinés avec ceux 
des marées donnent, pour la Terre, cette fraction a peu pres égale a 2. 
Sa valeur doit peu s’éloigner du méme nombre pour Jupiter. En 
Vadoptant, on a dl = 2”. Nous aurons égard 4 cette variation; quant & 
la variation de }, qui n’est de 2” en roo ans, nous la négligerons. 

Les équations (M’) de l’article XXI deviennent, en y substituant au 


M) 


lieu de uv, m, m’, m’ et m” leurs valeurs précédentes, 
\ 


) 
0=(¢g — 43081") l! + 1881", 91 + 5483", 300" + 326", 731", 

s=(g— 9583") + ceils 1296”, 30d’ +1066", 251”, 
o=(¢—_ 2626")I7+ 217,641-+- g0",130 +1244", 100". 


| o = (q —184494") J + 3330", 841'+ 1458", 051" + 138", 861", 


(M") 


Ces quatre équations donnent une équation en g, du quatrieme 
degré. Pour en déterminer les racines, on fera usage de la meme 
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méthode que nous avons employée dans article précédent, pour 
avoir les valeurs de f. On observera ainsi que la plus grande des 
valeurs de g est d’environ 185 000’. On supposera a q cette valeur 
dans les trois derniéres équations (M”), et l’on en tirera les valeurs 


/ L Uf Ud 


; i : 2 
des fractions pp TF On substituera ces valeurs dans la premiere 


des équations (M’) divisée par /, et l’on aura une nouvelle valeur 
de g. On fera de cette valeur le méme usage que de la premiere, et 
en continuant ainsi on trouvera fort exactement la valeur de g. On a 


de cette maniére 
Gee Risq53q"f7, 


l’ =— 0,01326410, 
l’=— 0, 001014164, 


l”=— 0, 000105452 l, 


Les valeurs de /’, 7’, 2” étant ici moindres que /, on peut considérer 
cette quantité comme exprimant l’inclinaison propre de l’orbite du 
premier satellite sur un point qui, passant constamment par les 
neeuds de l’équateur de Jupiter entre l’équateur et l’orbite de cette 
planete, est incliné de langle vd a l’équateur. Si l’on substitue pour 
v et | leurs valeurs précédentes, on trouvera cette inclinaison de 
7”,13 q exprime alors le mouvement annuel et rétrograde des neeuds 
de Vorbite sur ce plan, mouvement qui, par conséquent, est de 
184 539”,7. 

La seconde vaieur de ¢ est, suivant les observations, de 43 250’, et 
nous avons trouvé ci-dessus que l’ona 


g.== habe", 
ie== 10762931830, 
l’—— 0, 038600’, 


l"=— 0, 0010488’. 


Ici, les valeurs de J, 2’, 2” sont moindres que /’. Cette quantité peut 
donc étre considérée comme exprimant l’inclinaison propre de l’or- 
bite du second satellite sur un plan qui, passant constamment par les 
nouds de Péquateur de Jupiter entre l’équateur et l’orbite de cette 
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planete, est incliné de langle w’Y, al’équateur. En substituant pour 
v’ et » leurs valeurs précédentes, on trouve cette inclinaison de 
i11",7. Le mouvement annuel et rétrograde des neeuds de l’orbite 
du second satellite sur ce plan est de 43 250”. 

La troisi¢me valeur de g est d’environ 9583”. On fera done g = 9583” 


dans la premiere, la seconde et la quatrieme des équations (M’), et 
If [” 


h 
DR 
ensuite ces valeurs dans la troisieme de ces équations (M”) divisée 


lon en tirera les valeurs des fractions En substituant 


par 2’, on aura une nouvelle valeur de qg, avec laquelle on recom- 
mencera l’opération; on trouvera ainsi 


q= 9563",7, 

tis; colori s406£", 
f= .70 bahar t 
"—— 0, 18149421". 


Les valeurs de J, /’, 2” étant ici moindres que /”, cette quantité peut 
étre considérée comme exprimant l’inclinaison propre de l’orbite du 
troisieme satellite, sur un plan qui, passant constamment par les 
noeuds de Péquateur de Jupiter entre l’équateur et l’orbite de cette 
planete, est incliné de l’angle v’t, a Péquateur. En substituant pour 
v” et } leurs valeurs précédentes, on trouve cette inclinaison de 
5'34”,6. Le mouvement annuel et rétrograde des noeuds de l’orbite 
du troisieme satellite sur ce plan est de 9563’, 7. 

Enfin, la quatriéme valeur de g est d’environ 2380’. Pour l’avoir 


exactement, on fera g = 2380’ dans les trois premieres équations (M’), 
ld 


ae ‘ 
7? qv En substituant ces valeurs 
dans la quatriéme des équations (M”), divisée par /”, on aura une 


x Uf 
et l’on en tirera les valeurs de 7? 


valeur plus approchée de q, avec laquelle on recommencera l’opéra- 


tion; on trouvera ainsi 
Gs 24515 os 


1 == 0500202902 0"; 
l' = 0, 028983021", 
=o, 1ahhoorl”. 
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Les valeurs de /, /’, 7” sont ici moindres que /”; cette quantité peut 
done étre considérée comme exprimant l’inclinaison propre de l’or- 
bite du quatrieme satellite sur un plan qui, passant constamment par 
les neeuds de l’équateur de Jupiter entre l’équateur et l’orbite de 
cette planete, est incliné de l’angle v” a l’équateur. En substituant 
pour v” et J leurs valeurs précédentes, on trouve cette inclinaison de 
25’2”,3. Le mouvement annuel et rétrograde des noeuds de l’orbite du 
quatriéme satellite sur ce plan est de 2431’,3. 

On voit par 1a que l’orbite de chaque satellite a une inclinaison qui 
lui est propre, circonstance qui est due a l’aplatissement de Jupiter, 
dont influence sur le mouvement des noeuds des orbites des satellites 
est trés considérable. 

I] reste maintenant & connaitre les inclinaisons propres 4 chaque 
orbite, et les positions des nceuds. Nous verrons bientét ce que les 
observations ont appris sur cet objet. 


XXVI. 


De la hbration des trois premiers satellites. 


Nous avons vu dans l’article XIV que les trois premiers satellites de 
Jupiter sont assujettis & une inégalité particuliere que nous avons 
désignée sous le nom de bration, et dont nous avons donné l’expres- 
sion analytique. Pour l’évaluer en nombres, nous observerons que 
Pon a, par l’article XIX, 

Frse) “TS 76000T, 


G =— 0,855700. 


L’expression de & de l’article XIII devient ainsi 


ey Se en ee ql 
k = 499, 3501( — m'm"+ mm" + —mm')\; 
a 4 


ha 


la valeur de & est donc positive, comme nous l’avons annoncé dans 
Varticle XIV. Si l’on y substitue au lieu des masses m, m’, m’ leurs 
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rapports a celle de Jupiter trouvés dans l’article XXII, on aura 
k = 0, 0000025857718. 


Nous avons observé dans l’article XIV que l’angle désigné par o 
dans cet article emploierait & parvenir, de zéro jusqu’a 90°, un temps 


3 0° : : ; ; ; 
moindre que ——; or, sil’on nomme T la durée de la révolution du 
n'\Vak 
second satellite, on a 
THe sOOos 
ce qui donne 
go° T 


n'/ok = hVak 
En substituant pour T et £ leurs valeurs, on aura 


T 

== = 390), 39; 

AV2k 
ainsi le temps que l’angle o emploierait 4 parvenir de zéro a go° est 
au-dessous de 3go jours. 

Les expressions de dv, é¢’, ov” dépendantes de la libration, et que 

nous avons trouvées dans l’article cité, deviennent, en y substituant 
pour m, m’, m” leurs valeurs précédentes, 


oR == Psin(n'tVk +A), 
dv' =— 0,85059P sin(n'tVk +A), 
de"= 0, 06752P sin(n'tVk+ A); 


les arbitraires P et A doivent étre déterminées par les observations. 


La durée de la période de cette inégalité est 


ae ou am 
n'iVvk Vk ¥ 
T étant la durée de la révolution périodique du second satellite. Cette 
durée est donc de 2208), 4, c’est-a-dire d’un peu plus de six ans. 
Apres avoir considéré l’ensemble du systéme des satellites, nous 
allons développer la théorie particuliere de chacun d’eux, en com- 


meneant par le quatrieme, 
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XXVI. 


Théorie du quatriéme satellite. 


M. de Lambre a trouvé par la comparaison de toutes les éclipses 
observées de ce satellite que son mouvement séculaire est de 
2.188%" 65 24°42’ 20,88, et que sa longitude moyenne, au com- 
mencement de 1700, était de 7°17°50’20’,6; soit 0” la longitude 
moyenne du quatrieme satellite calculée sur ces données. M. de 
Lambre a trouvé pareillement, comme nous l’avons dit, que le plus 
grand terme de l’équation du centre de ce satellite est de 3063’, 2; 
des recherches nouvelles lui ont fait ajouter 18”,8 a cette équation. 
I] a trouvé encore que le mouvement annuel de son aphélie est de 
2540",35 par rapport aux fixes, ou de 2590’,6 par rapport aux équi- 
noxes, et que la longitude de l’abside était, en 1700, de 10°23°19'17". 
Soit donc 

w” = 10823° 19/17" + 2590", 62, 
 étant le nombre des années juliennes écoulées depuis le commence- 


ment de 1700. La partie elliptique de la longitude du quatrieme satel- 


lite sera 
6” — 3082",0 sin( 6”— w”) +.14",2 sin2(6"— wo"). 


Le quatrieme satellite participe un peu a l’équation du centre du 
troisiéme satellite. M. de Lambre a trouvé cette équation égale a 
555”,8, et la longitude de l’abside égale a 11524942’ en 1700. Soit 


done 
@ == 11° 94°4s! -— 9803", 197; 


9863”, 19 étant le mouvement annuel de l’abside du troisiéme satel- 


lite par rapport aux équinoxes; l’équation propre du centre de ce 
satellite sera 
— 555", 8 sin(6"— a"), 


0” étant la longitude moyenne du troisiéme satellite. On a, par l’ar- 
ticle XXIV, 
A" = — 0,118663 h" = + 0,118663.4.955", 8; 


THEORIE DES SATELLITES DE JUPITER. 433 
d’ot: il suit que l’équation du centre du quatrieme satellite, relative A 
Vabside du troisiéme, est 
4+ 65", 95 sin(@"— 0"). 
Sion désigne par II la longitude moyenne de Jupiter, rapportée a 
l’équinoxe mobile, on aura, par l’article XX, 


+ 4",2sin2(6”— Il). 
On a encore, par le méme article, l’inégalité 
— 0,017334h" sin(6"+ 0” — oll). 
J’observerai ici que, ayant revu l’analyse de l’article IX, dans lequel 
jai donné l’expression analytique de cette inégalité, j’ai reconnu 


qu'elle doit étre diminuée dans le rapport de 5 a 6; en sorte que 
son coefficient, au lieu d’étre 


— 9MPh 
ROM N= 7) 


est égal a 
pe LOMER 
2n(2M +N—n—/f) 


I] faut ainsi diminuer dans le rapport de 5 a 6 les coefficients numeé- 
riques de cette inégalité donnés dans I’article XX. On peut facilement 
s’en assurer en suivant cette analyse. Cela posé, en substituant pour 
h” sa valeur + 3082”, cette inégalité devient 


— 22",259 sin(6”+- 0” — all). 


En désignant par V l’anomalie moyenne de Jupiter, on a, par l’ar- 
ticle XX, Pinégalité 
+114",6sinV. 


UL 


Enfin, l’expression de ov” de l’article XVIII devient, en y substituant 


pour m” sa valeur trouvée précédemment, 
do" =— 8", 976 sin(6"” — @”) 
— 4",473 sin2(6"— 6”) 
— 0”, 933 sin3( 6” — 9”). 


Or 
Cr 
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En réunissant toutes ces inégalités, on aura pour la longitude ¢” du 

quatriéme satellite, comptée sur son orbite, 
"= 6” — 3082",0 sin(0”— wo”) 
+ 1h",o5in2( 0" ol 

+ 66’,osin(6"— 0") 
; “fh 4",2sin2(9”— I) 

— 22",3sin(0"+ o”— 2I1) 

+ 114",6sinV 

— 9", o sin (6” — 6”) 

— 4,5 sina (6"— 6") 

—  o”,gsin3(6"— 6”). 


Considérons maintenant le mouvement du satellite en latitude. Ce 
mouvement dépend de l’inclinaison de l’équateur de Jupiter sur son 
orbite et de la longitude de son noeud ascendant & une époque donnée. 
M. de Lambre a trouvé, par la comparaison des éclipses du troisieme 
et du quatrieme satellite, que, au commencement de 1700, l’incli- 
naison de l’équateur de Jupiter sur son orbite était de 3°6’ et que la 
longitude I de son noeud ascendant était de 10°13°4’. On a vu, dans 
article XXV, que la valeur de | peut étre supposée constante durant 
deux ou trois siécles, et que la variation annuelle de I est d’environ 2’. 
La partie (1 — v”) Vsin(n”t + ¢” —1) de lexpression de la latitude 
qui résulte de larticle XXI devient ainsi, en substituant pour v” sa 
valeur trouvée dans l’article XXV, 


2°ho' 58" sin(n” ¢ + e”— 1081 3°4! — 2". 2). 


fl est plus exact de substituer dans ce terme la longitude vraie ¢” 
du satellite au lieu de la longitude moyenne; mais, comme 9” se rap- 
porte a léquinoxe mobile, tandis que n”s + «” se rapporte & l’équi- 


Ud 


noxe fixe, il faut, au lieu de n”¢ + <”, substituer ¢”— 50”, 251, ¢ étant, 
comme ci-dessus, le nombre des années juliennes écoulées depuis 
1700. Le terme précédent deviendra ainsi, en augmentant de 12 signes 
l’angle sous le signe sin, 


2°40’ 58" sin( 9” +- 46°56! — 52", 252). 
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Ui 


Le terme é”’sin(n"t + ¢” + qi— A), qui, par Varticle X, entre dans 


Vexpression de la latitude du quatriéme satellite, devient, en y substi- 
tuant pour g la quatrieme des valeurs de g que nous avons trouvée 
dans l'article XXV, et pour n”¢ + «” langle »” — 50”, 251, 


l” sin (o”+ 2381",051 — A). 
M. de Lambre a trouvé, par la comparaison des observations, 
("== — 1h'58', Ase 41°50", 
ce qui réduit le terme précédent a celui-ci : 
— 14'58" sin( ¢”+ 41°50’ + 2381",057). 


En faisant usage de la troisieme des valeurs ¢ de l’article XXV, le 
terme /” sin(n”é + ¢” + qi — A) devient 
l” sin(¢”+ 9513",457 — A). 
On a de plus, par l’article XXV, 
l”— — 0,1814932 l". 
La comparaison des éclipses du troisieme satellite a donné i M. de 
Lambre 


W—=—12'9", A= — 56°44); 
le terme précédent devient ainsi 


2'11",95 sin(¢”-+ 56°44! + 9513", 457). 
9 9 ) 


En vertu de la seconde valeur de g, le terme /”sin(n"t + <” + gi — A) 


devient 
l” sin (o"-+ 43199",75¢ — A), 


et ona 
l"=— 0,0010483 1; 


les éclipses du second satellite donnent 
l= — 28'0", 


d’ot l’on tire 


Wipe elf: 
a ta 15 
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On peut donc négliger cette inégalité de la latitude du quatrieme sa- 
tellite, et l'on peut négliger, a plus forte raison, linégalité relative a la 
premiére valeur de q. 

Il nous reste & considérer l’inégalité 


— 0,0014445 (L'— l”) sin(n”t + «”— 2Mt —2E—qi+ 1), 
que nous avons déterminée dans l’article XXII. Si l’on suppose que la 


valeur de g soit relative au déplacement de l’équateur et de l’orbite de 
Jupiter, ona, par l'article X, 


(been = vw” (L a Lo: 
ce qui donne 
| PE ee eV Cl been Oe 
La somme de tous les termes 


— 0,0014445 (L'— Ul”) sin(n”t+ e”— 2Mt— 2E—qi+ A), 


relatifs au déplacement de l’orbite et de équateur de Jupiter, devien- 
dra, par l’article X, 


— 0,0014445 (1 — v”) Ub sin(n”é + &”— 2Mt—2E+]1). 
4 


be" Nie 50” 352alten 


mY 


En y substituant ¢” — 50”, 257 au lieu de n 
de Mz+K, I — 12°*"* au lieu de IJ, et au lieu deo”, J et I leurs valeurs 
précédentes, l’inégalité précédente deviendra 


— 13", 95 sin(o"”— aT — 46°56/+ 52", 257). 
Les autres termes renfermés dans l’expression 


— 0,0014445 (L'— 2”) sin( nt + &”— 2M¢—2E—gi+ A) 


sont insensibles, car on a L’= 0, par rapport aux différentes valeurs 
de g que nous avons déterminées dans l'article XXV, et la plus grande 
valeur de 2” est 14’58”, ce qui rend le terme précédent insensible. 

En rassemblant toutes les inégalités sensibles de la latitude du qua- 


THEORIE DES SATELLITES DE JUPITER. 437 


triéme satellite au-dessus de l’orbite de Jupiter, on aura 


SS OO OS SI --+ 46°56’— 52", 257) 
sans ill Layo}! sin( 9” Sto DO EE Bool 1000) 
+ 2/11", 95 sin(y” + 56°44’+ 9513", 452) 


a 13", 95 sin(9”— oI — 46°56'+ 52", 257). 


UZ 


Les deux premiers termes de la valeur de s” donnent lieu a une iné- 
galité dont la période est d’environ 533 ans, et qui est assez sensible 
pour y avoir égard. J’ai parlé de ce genre d’inégalités dans l’article XVI, 
et je les croyais insensibles dans la théorie des satellites de Jupiter ; 
mais un examen plus approfondi m’a fait reconnaitre l’inégalité sui- 
vante. La méthode que j’ai employée pour la déterminer est celle dont 
jai fait usage dans les Mémozres de l Académie pour année 1786 ('), 
relativement a l’équation séculaire de la Lune. Si l’on nomme, comme 


précédemment, 


S la masse du Soleil, celle de Jupiter étant prise pour unité; 
D’ la distance moyenne de Jupiter au Soleil; 
a” la distance moyenne du quatriéme satellite au centre de Jupiter; 


Wy 


n-t son moyen mouvement. 
Si l’on fait, comme dans l’article VII, 
38ST 


Lae = An! ps’ 


T étant la durée d’une année julienne, on trouvera facilement, par la 
méthode dont il s’agit, l’inégalité suivante dans l’expression de ¢”, 


[3 ](2°4o'58") 


P5338 3 


sin 1458" sin (2433", 3¢ — 5°6’), 


i étant le nombre des années juliennes écoulées depuis 1700; on a, 
par l’article XIX, 

[3] = 313", 64; 
Vinégalité précédente devient ainsi 


— 38",2 sin( 2433”, 37 — 5°6’). 


(1) Voir ci-dessus, p. 243. 
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Cette inégalité a été jusqu’ici confondue avec le moyen mouvement 
du quatriéme satellite; elle a diminué le mouvement séculaire de 
33’,9, et elle a augmenté la longitude, en 1700, de 3’,4. Ainsi, pour 
y avoir égard, il faut, dans les Tables de M. de Lambre, augmenter de 
33”,9 le mouvement séculaire du quatrieme satellite, et diminuer de 
3”,4 sa longitude en 1700. 

Dans les éclipses du quatrieme satellite, les expressions dey” et des” 
se simplifient, car alors les angles 6”, ¢” et II se rapportent a instant 
de la conjonction; ainsi l’on peut supposer If= 0” dans le terme 
— 22”,3 sin(6”— o”— 2If) de l’expression de 9”, ce qui le change 
dans celui-ci : + 22”,3sin(0”—o”). Ce terme se confond avec le 


terme — 3082”,osin(@”— ow”), qui devient par la 
— 3059",7 sin(9”+ 0”). 


Le terme 4’, 2 sin2(0”— II”) devient nul dans les éclipses; on a donc 


alors 
ol = ov 3059", 7 sin (Gos w”) 


+ 14",2sin2(6”— ow”) 

+ 66",osin (6"— 3" 

— 38",2sin(2433",3¢ — 5°6’) 
Se OG Sia WY 

-- g",osin (6”— 6”) 

— 4”,5 sin2(6"— 6”) 


- of, sin3(6"— 6"). 


On trouvera pareillement que lexpression de la latitude devient, 
dans les éclipses, 
gs ech 12" sim( p= 46°56 — ~——- Ha", O58) 
— 14'58"sin(e”-+ 41°50'— 2381", 057) 


+ a2/19"sin(e”-+ 56°44'’— 9513", 457). 


Cette expression de s” donne l’explication d’un phénoméne singulier 
que les observations ont présenté relativement 4 l’inclinaison de I’or- 
bite du quatridme satellite et au mouvement de ses noeuds. Cette ineli- 
naison sur lorbite de Jupiter a paru constante depuis la fin du dernier 
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siecle jusque vers 1760; les noeuds ont eu, dans cet intervalle, un 
mouvement direct d’environ 4’ par année; l’inclinaison, dans ces 
trente derniéres années, a augmenté d’une maniere trés sensible. On 
aura l’inclinaison de l’orbite et la position de ses nceeuds & une époque 
donnée, en donnant az, dans l’expression de s”, la valeur qui convient 
a cette époque, et en mettant cette expression sous la forme 


Asine”— Beose”. 


Alors = est la tangente de la longitude du neeud, et VA? + B? est l’in- 


clinaison de l’orbite. En faisant successivement 1= — 20, 1—= 20, 
i == 60, 1 = go, on trouvera que, depuis 1680 jusqu’en 1760, Vincli- 
naison a fort peu varié, et que le noeud a eu, dans cet intervalle, un 
mouvement d’environ 4’, conformément aux observations; on verra 
pareillement que, depuis 1760 Jusqu’en 1790, l’inclinaison a augmenté 
trés sensiblement. 

Pour avoir la durée des éclipses du quatrieme satellite, nous repren- 
drons la formule 


iy’ sl! os!” ” = z Gi i wy s” 
(2M Og apeae = V ['— 8+ as] [1X -aa 


trouvée dans l'article XII; T est la demi-durée moyenne des éclipses 


Roe 


du satellite dans ses noeuds, et M. de Lambre a trouvé cette durée de. 


8590”. On a ensuite 
do" 


Re dt 


ce qui donne, a fort peu pres, en n’ayant égard qu’au terme le plus 


Ud 


considérable de l’expression de ¢” dans les éclipses, 
X = 3059",7 cos(@”— w”); 
en réduisant cette valeur de X en parties du rayon, on aura 


X = 0,014833 cos(0"-- 0”). 


L’angle 6 est le mouvement synodique du satellite durant le temps T, 
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et lon trouve 
6 = 7690",9. 


On a enfin, par l’article XXIII, 


I — 2 — 0,92882206. 


UL 


oe dans les éclipses, et, en la 


Cela posé, on formera la quantité 
nommant C, on aura 
€= 1,35397 sin(e”+ 46°56’— 52”,257) 


—o,12571 sin(¢”+ 41°50/4- 2381", 057) 
+ 0,018471 sin (9+ 56°44'+ 9513", 457). 


Maintenant on peut dans l’expression de ¢ négliger, sans erreur sen- 

TIXG gl ds" 
(1— p)*6 db 
cette expression sous cette forme 


sible, le terme — = 773; On peut ensuite mettre le radical de 


Vix 
On aura ainsi 


t =— 320" BEE + 8890" (i+ X)V¥i1—X—@. 


Soit T Pinstant de la conjonction du satellite, en supposant son orbite 
dans le plan de lorbite de Jupiter; T sera donné par l’expression pré- 
cédente de v” et par les Tables de Jupiter. Il est clair que l’instant de 
la conjonction réelle retarde sur T de la différence du mouvement du 


satellite sur son orbite & son mouvement projeté, réduite en temps. 


4 Wd MW 5 Y F = 2 
Cette différence est # Gor 3 pour la réduire en temps, il faut la multi- 
T oe y 9 : 

plier par g> ce qui donne 138’, 2 i L’instant de l’immersion du sa- 
tellite sera done 

* iO ODG Ae eI pet ems ea 

T —182",1 se = $590"(r 4" K) VTS NSE; 
Vinstant de l’émersion sera 

T " S de Se Se Se ee 

—- 182", I jn + 85g0"(1 aad. QA G Read, Cage 
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et la durée entiére de l’éclipse sera 
TFibO (Tate) VR eC 


Si les éléments dont nous avons fait usage étaient exacts, on pour- 
rait, au moyen des formules précédentes, déterminer avec précision 
les éclipses du quatriéme satellite et former des Tables de ses mouve- 
ments; mais il reste encore sur ces éléments une incertitude qui ne 
peut étre levée que par les observations. Vu l’incertitude de ces obser- 
vations, il faut en considérer un tres grand nombre; la méthode la plus 
simple pour cet objet est celle dont M. de Lambre a fait usage, et qui 
consiste & former, avec les éléments précédents, des Tables provi- 
soires, et a calculer par ces Tables les éclipses observées. Soient 


de” Ja correction en temps de la premivre conjonction moyenne de 
1700; 

én” la correction du mouvement annuel des conjonctions moyennes ; 

or” la correction de l’aphélie en 1700, cette correction étant réduite 
en temps, a raison du moyen mouvement synodique du satellite ; 

of” la correction du mouvement annuel de l’aphélie, réduite en temps; 

26h” la correction de l’équation du centre, pareillement réduite en 
temps; 

g le retard de la phase observée sur la phase calculée par les Tables 
provisoires. 


On aura 
= ton” + de”— 20h"”sin(6”— wo”) + 0,014833 (¢ df” + dL”) cos(6”— w”), 


i étant le nombre des années juliennes écoulées depuis 1700, et les 
angles 0” et o” se rapportant & l’instant de la conjonction. 

Cette équation suppose les éléments de la demi-durée des éclipses 
bien connus. Pour avoir une équation indépendante de ces éléments, on 
considérera les éclipses voisines des nceuds, parce que, vers ces points, 
les observations sont le moins incertaines et le plus indépendantes des 
éléments de la demi-durée. Si l’éclipse entiere a été observée, alors, 
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en supposant que g exprime le retard du milieu observé de l’éclipse 
sur l’instant calculé de ce milieu, ’équation précédente sera, a tres 
peu pres, indépendante des éléments de la demi-durée. 

Si ’éclipse entiére n’a pas été observée, on considérera deux éclipses 
assez voisines pour que les erreurs des demi-durées aient été a peu 
prés les mémes, et dans l’une desquelles l’immersion a été observée, 
tandis que l’émersion a été observée dans l’autre. En marquant d’un 
trait en bas les quantités relatives a la seconde éclipse, on formera 
une nouvelle équation semblable a la précédente; en les ajoutant, on 


aura 


g+N=(it+t) dn"+ 200” —2dh"[ sin(@”’—w")+ — sin( 9 — o})] 
+ 0,0148336f" [i cos (6"— 6") + i, cos (47 — 51) ] 


+ 0,01483361"[ cos(6"— mw") + cos(6/—a7)]. 


Cette équation est, a fort peu pres, indépendante des éléments de la 
demi-durée. On formera ainsi un grand nombre d’équations de condi- 
tion, au moyen desquelles on déterminera les cing indéterminées én”, 
5<”, oh”, of”, or”. Il est surtout essentiel d’avoir avec exactitude la 
valeur de 6f”, parce qu’elle est une des données qui servent a déter- 
miner les masses des satellites. 

Si lon nomme ¢’ la durée entiére d’une éclipse, on aura la durée 


moyenne des éclipses dans les noeuds, au moyen de la formule 


t! 
- Gee ea 


ann 


En considérant ainsi un grand nombre d’éclipses vers les neeuwds, 
dans lesquelles les deux phases ont été observées, on aura la valeur 
de T avec précision. On peut encore, pour le méme objet, faire usage 
de deux éclipses consécutives ou fort voisines, dans l’une desquelles 
Vimmersion a été observée, tandis que l’émersion a été observée dans 
Vautre; car les erreurs des éléments du mouvement et de la demi- 
durée étant a peu pres les mémes dans les deux éclipses, l’erreur de la 
durée entiére dans l'une ou l’autre de ces éclipses sera a fort peu pres 


THEORIE DES SATELLITES DE JUPITER. Wh3 


égale a l’erreur de l’émersion calculée, moins l’erreur de l' immersion 
calculée; on pourra donc ainsi corriger la demi-durée calculée par une 
de ces éclipses, et se servir ensuite de cette demi-durée pour avoir T. 
On rectifiera par son moyen la valeur de 6. 

T étant connu, on aura la valeur de ¢ au moyen de l’équation 


Lave oer 


9 2T(1+X) 


La valeur de ¢ dans les éclipses peut étre mise sous la forme 


Asin(o”— 52",057) + Beos(o”— 52",25i) 
— C sin(o” + 2381", 052) — D cos(v"-+ 2381", 052) 


+ 0,018471 sin(¢” + 56°44'+ 9513", 452). 


Cette expression renferme quatre indeterminées A, B, C, D. Le 
nombre 2381’,05 peut avoir besoin de correction; mais, suivant la 
théorie, cette correction est & peu pres égale a of” réduit en secondes 
de degré; ainsi, elle est supposée connue par ce qui précede. 

Quant au terme 


+ 0,018471 sin(#”+ 56°, 44’+ 9513", 457), 


on peut l’employer sans correction, soit parce qu’il est fort petit, soit 
parce que les éclipses du troisiéme satellite le donnent avec beaucoup 
plus de précision. 

Pour avoir les quatre indéterminées précédentes, on considérera 
les éclipses entiéres observées loin des neeuds; les observations sont 
alors plus incertaines, mais elles ont l’avantage de donner avec exac- 
titude ces indéterminées. Je dois observer qu’en cherchant a concilier 
les observations avec la théorie on trouve des difficultés fondées sur 
ce que les lunettes achromatiques, dont on se sert aujourd’hui pour 
observer les éclipses, étant meilleures que les lunettes dont on se ser- 
vait autrefois, les durées observées des éclipses, toutes choses égales 
Wailleurs, sont maintenant plus courtes que dans le dernier siecle et 
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au commencement de celui-ci : cette difference devient tres sensible 


vers les limites des éclipses du quatrieme satellite. 


XXVIII. 


Théorie du troisiéme satellite. 


M. de Lambre a trouvé, par la comparaison d’un grand nombre 
d’éclipses de ce satellite, son moyen mouvement séculaire égal a 
5105%1522°6'42”,0, et sa longitude moyenne, en 1700, &5°14°12'12", 4. 
Soit 0” la longitude moyenne du troisieme satellite calculée sur ces 
données. 

Le mouvement de ce satellite est assujetti & deux équations du 
centre tres distinctes, dont l'une, qui lui est propre, est égale dans 
son maximum a 555’,80; la longitude de l’abside était, en 1700, 
de 11824°42’, et le mouvement annuel de cette abside est, par l’ar- 
ticle XXIV, de 9863’, 19. Soit donc 


w” = 11824°42'-+ 9863", 192, 


cette équation du centre sera — 555”, 8 sin( 0” — 0” 

La seconde équation du centre se rapporte a l’abside du quatrieme 
satellite; M. de Lambre l’a trouvée, dans son maximum, égale a 
309”,1; cette équation est, par conséquent, — 309’,1 sin(0” — o”). 

Si, dans l’expression de Q’ de l’article XIX, on substitue au lieu 
de fla quatriéme des valeurs de f de l’article XXIV ou f= 2540’, 35, 
et au lieu de A’ et A’ leurs valeurs en ” qui, par le méme article, 


sont 
Wy 


1 =O, 0213502. hP== 0, 100907)"; 


UZ 


si l’on y substitue encore 5 3082’,0, au lieu de A”, et au lieu de m’ sa 


valeur, on trouyera 
Ol 10,000. 


Dans l’équation 


de"= Q" sin(né—an't+e— 2e'+ ft+T) 
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de l’article XIX, angle /¢ +T relatif ala valeur précédente de Q’ est 
égal ao” — 50”, 257; en nommant donc 0 et 4’ les longitudes moyennes 
du premier et du second satellite, on aura 


nt wan't +e — 32 Efi TaHt— 3 eo". 


On a, par l'article V, 
6 — 26'=— 1809+ 6’— 26"; 


la valeur précédente de ov” devient ainsi 
9"; 906 sin (6! — a a= es), 


Si dans l’expression de Q”’ on substitue pour f la troisiéme des 
valeurs de f de l’article XXIV ou f= 9812’,94, et au lieu de h’ sa 
valeur en A”, qui, par le méme article, est 0,2154558hA’; si l'on 
observe de plus que h” = 4555’,8, on trouvera 


QO” = 34", 235, 
et Pinégalité de ¢” relative 4 cette valeur de Q” sera 
— 34",235 sin(6’— 26"+5"). 


Les équations du centre relatives aux deux autres valeurs de / ayant 
paru insensibles, les valeurs de Q” qui y ont rapport sont pareillement 
insensibles. 

L’expression de dv’ de l’article XVIII devient, en y substituant pour 
m’ et m’ leurs valeurs, 


dy” —— 292",00sin (6 — 6") 
— 4",26sin2(6’ — 6") 
— o0",85 sin3(6! — 6”) 
— 19",24sin (0"— 6”) 
+ 65",61 sin2(6” — 6”) 
+-  4",61 sin3(6”— 6”). 
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Il résulte de l’article V que le coefficient du premier terme de cette 
expression dépend de N’, et qu’il doit étre changé dans le rapport 
inverse de n’— n”—N” a la valeur supposée pour cette quantité. N’ 


/ 


seh 
dépend de ep —$9, puisqu’il est égal a n'(1 et =i). Nous avons 


supposé, dans l’article XVIII, 9 — $9 = 0,0194222; mais on a vu dans 
Varticle XXII qu’il est égal A 0,02177944. Le coefficient — 292”,0 du 
premier terme de év” devient ainsi — 291”, 78. 

Parmi les inégalités dépendantes de l’action du Soleil, et qui ont 
été déterminées dans l’article XX, la plus sensible est celle-ci 


' , 3a"mbkn'? — F ; 
49 126 [1 32am" (M?— Tai | ae 


en substituant dans les expressions de 6 et de & les valeurs de m, m’, 
m", on trouve que cette inégalité se réduit 4 48’,214 sin V. 

L’inégalité de larticle XX, dépendante de l’excentricité du satel- 
lite, donne, a raison de sa double excentricité, les deux inégalités 


suivantes 
— 1",72 sin(6”— 2Il+ 30"), 


— o”,96sin(6”— 2Il+ 0”); 


dans les éclipses ott l’on peut supposer II = 0’, ces inégalités se réu- 
nissent aux deux équations du centre, qui deviennent ainsi 


a Bae 08 sin ( 6” — wo”) et? — 308", 14 sin( 6" aad aa 


Quant a Pinégalité de Varticle XX, qui dépend de l’élongation du 
satellite au Soleil, elle est absolument insensible. 

Il nous reste 4 considérer |’équation de la libration du troisiéme 
satellite; mais on a vu dans l’article XXVI que cette libration n’est 
pas un dixiéme de celles du second et du premier, et celles-ci n’ayant 
pu encore étre remarquées, il s’ensuit que celle du troisiéme est tout 
a fait insensible. En réunissant donc toutes les inégalités sensibles du 
mouvement du troisiéme satellite en longitude, on aura pour l’expres- 
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sion de sa longitude dans les éclipses 


o” — 6" — §54",1 sin (6"— ow" 
— 308’,1 sin (8”— ow” 
+ 48",2sinV 
— 34",2sin (6’—26"+ 30") 
— 19",9sin (6 — 26"+- 5") 
— 291", 8 sin (6'— 0") 
— 4",3sine(@' — 6") 
o”,g sin3(6' — 6”) 
— 19”,2sin (0"— 6”) 
+ 65",6sin2(6” — 6”) 
+ 4",6sin3(6"— 6”). 


| 


Le troisieme satellite présente dans ses mouvements des variations 
singuliéres qui dépendent de la double équation du centre que ren- 
ferme sa théorie. Pour les expliquer, M. Wargentin a eu recours a 
deux équations particuliéres, dont les périodes sont de douze ans et 
demi et de quatorze ans, et qui sont en elles-mémes deux équations du 
centre rapportées a des absides mues avec différentes vitesses; mais les 
observations l’ont ensuite forcé de les abandonner. II leur a substitué 
une excentricité variable et il a formé, sur cette hypothese, des Tables 
qu’il n’a point publiées, mais dont il a donné la comparaison avec un 
grand nombre d’observations dans le quatriéme Volume des Nouveaux 
Mémoires d’Upsal. La premiere hypothése de ce savant astronome était, 
comme on vient de le voir, conforme a la nature; mais il s’était trompé 
sur la grandeur et sur la période de ces équations, parce qu'il ignorait 
que l’une d’elles se rapporte & l’abside du quatriéme satellite : c’est 
un résultat que la théorie pouvait seule nous apprendre. 

Nous avons trouvé 

ow” = 11824° 42! + 9863", 192, 
a” = 10°23°19'+ 2590", 61, 


partant 
ow” — w= 31923! + 7292",591; 
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en supposant donc o” — wo” = 0, on aura 
¢=— 19 5s 


ainsi, en 1684,5, les absides coincidaient, et les deux équations du 
centre en formaient une seule égale & — 861",7 sin(9” — o”) ou, en 
temps, égale a — 6™515,7 sin( 6” — 0”). 


En supposant wo” — ow” = 180°, ona 
I 
 Mescecla hs ok 


ainsi, en 1773,6, les deux équations du centre étaient de signe con- 
traire et en formaient une égale a — 245’,7 sin(6” — o”) ou, en temps, 
égale a — 1™57%,4sin(0” — 0” 

On voit dans les Memoures de l’ Academie pour 1787, page 184, que 
’équation du centre, variable, substituée par M. Wargentin aux deux 
équations de ses Tables imprimées, est, en effet, de 7™ en temps, 
de 1668 & 1720, et de 2™308 depuis 1754 jusqu’a 1781, ce qui differe 
peu des résultats de la théorie. 

Considérons présentement le mouvement du satellite en latitude. 
Si, dans la partie 

(1— vv") sin(r”é + e"—T) 
de expression de sa latitude qui résulte de l’article XXI, on substitue 
pour ¢” sa valeur trouvée dans I’article XXV, et pour ¥ et I leurs valeurs 
données dans l'article précédent; si, de plus, on met 9” — 50”, 252 au 
lieu de n”¢ + ¢”, on aura 


3°0/25” sin ("+ 46°56’ — 52”,257). 
Le terme /’sin(n’t + e”+ qi—A) qui, par l'article X, entre dans 
expression de la latitude du troisieme satellite, devient, en y sub- 


stituant pour g la quatrieme des valeurs de gq de l’article XXV, et 
e” — 50",257 au lieu de n”t + ¢", 


l” sin(e” + 2381",05¢ — A). 


Or on a, par l’article XXV, 
l= o0,154410", 
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et, par l’article précédent, 
"= — 1h"58" et AS —41° 50's 
“le terme précédent devient ainsi 
— 2'18",7 sin( 9% +- 41°50! + 2381",05¢). 


Relativement a la troisieme des valeurs de g de l’article XXV, les obser- 
vations donnent, comme on l’a vu dans l’article précédent, 


eS 19! 5" ee NSS bean: 
le terme 2’ sin(n’t + e+ qi — A), relatif a cette valeur, devient ainsi 

—12/97"sin( 9” + 56°44! + 9513", 457). 
Les observations du second satellite ont donné, relativement a la 
seconde valeur de gq, 

HW——27'59’,8 et A=——18°53!, 
et, eu égard a cette valeur de g, on a par l’article XXV 
l”"——0,0386, I'=64",9; 

le terme /’ sin(n’t + 1g — A) deviendra donc 

64”,9 sin(¢” + 18°53’ + 43199",752). 


La valeur de / relative 4 la premiére valeur de ¢ ayant été jusqu’a pré- 
sent insensible, la valeur de /’ qui en dépend lest a plus forte raison. 

Quant aux inégalités périodiques de l’expression de la latitude, 
déterminées dans l’article XXII, on voit d’abord que le terme de 
cette expression, 


— 0,00061925(L’— /") sin(n"t + e”— 2Mt+ 2E—qi+ A), 
donne le suivant 
— 0, 00061925 (1— v") W sin (o” — 2 Il — 46°56! + 52”, 2572), 
et, par conséquent, celui-ci 


— 6",7 sin(o” — 2Tl — 46°56" + 52", 252). 
Okuvres de L. — XI. 57 
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Ce terme, dans les éclipses ot l’on peut supposer II = 9’, se réunit au 
premier. 

En réunissant ces différents termes, on-a pour l’expression de la 
latitude du satellite dans les éclipses 


s"= 3°0'32",osin(»"+ 46°56’— 52", 257) 
—12' 9” - sin(v”+ 56°44'+ 9513", 457) 
— 2/18",7sin(e"+ 41°50'+ 2381",057) 
+ 1 4",9sin(¢" + 18°53'+ 43199",757). 


Pour avoir la durée des éclipses du troisiéme satellite, nous repren- 
drons la formule de l’article XII 


SUS. ies hg Petes 
é—T(1+X) E (G@—p)*6 dv" 2 4/1-X— aa: 


T est la demi-durée moyenne de l’éclipse du satellite dans ses noeuds, 
et cette demi-durée, suivant les observations, est de 64208. On trouve 
ensuite, au moyen de la valeur de »”, dans les éclipses, 


X= 0,0026848 cos(0"— w” 
+ 0,0014937 cos(6”— w”) 
+ 0,0014147 cos( 6’ — 8” ). 


6 est le moyen mouvement synodique du satellite durant le temps T, 


etlona 
6 == 13409", 5h. 


cela posé, on formera la quantité ; dans les éclipses; en la dési- 


sl 

(1—)é 
gnant par ¢, on aura 

$=  0,86770 sin(»”+ 46°56’— 52",257) 

— 0,00825 sin(¢”+ 56°44! + 9513", 457) 

— 0,01111 sin( 9” + 41°50! + 2381", 057) 


+ 0, 00519 sin( 9” + 18°53'-+- 43199,757). 


Maintenant, on peut, dans l’expression de ¢, négliger, sans erreur sen- 
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Fe N " 
sible, le terme — G Aye 7; on aura ainsi 
= — 418s, 25 ae + 6420°(1+- &)VI— &— 


Soit T Pinstant de la conjonction du satellite, en supposant son orbite 
dans le plan de l’orbite de Jupiter; T sera donné par les Tables de cette 
planéte et par l’expression précédente de 9”. II est visible que l’instant 
de la conjonction réelle retardera sur T de la difference du mouvement 
du satellite sur son orbite & son mouvement bein sur l’orbite de 


gl gt 


Jupiter, réduite en temps. Cette différence est ' ai} 


pour la réduire 


odo l’in- 


en temps, il faut la multiplier par g ee: qui donne 1808, 42° Fre 


stant de ’immersion du satellite sera donc 


T — 237°, 83 > 


(1+ X)V1—X—@; 
Vinstant de l’émersion sera 


T — 2395, 93 6% 


“i + 64208(1-+- X) V1—X — @?, 


et la durée entiere de l’éclipse sera 
128408(1 + X)Vi1—X —@?. 


Pour rectifier ces éléments du mouvement du troisieme satellite, on 
formera d’abord 4 leur moyen des Tables provisoires de ce satellite; 
ensuite, on choisira un grand nombre d’éclipses parmi celles dont les 
deux phases ont été observées. Soient de” la correction en temps de la 
premiére conjonction moyenne de 1700; én” la correction du mouve- 
ment annuel des conjonctions moyennes; ¢éf” la correction de la lon- 
gitude de l’abside en 1700, cette correction étant réduite en temps, a 
raison du moyen mouvement synodique du satellite. Soient encore 6f’ 
la correction du mouvement annuel de l’aphélie, réduite en temps, et 
20h” la correction de son équation propre du centre, pareillement 
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réduite en temps. Soit enfin 2 0h/ la correction, en temps, de l’équation 
du centre de ce satellite qui se rapporte a l’abside du quatriéme; quant 
a la correction de cette abside, elle est supposée connue par l'article 
précédent. Le mouvement du troisieme satellite renferme encore une 
inégalité dépendante de son élongation au second satellite; cette iné- 
galité peut avoir besoin de correction; mais, comme son coefficient a 
un rapport constant avec le coefficient de la principale inégalité du 
premier satellite, et que les observations donnent ce dernier coeffi- 
cient avec beaucoup de précision, on peut supposer l’inégalité corres- 
pondante du troisieme satellite assez exactement connue et la trés 
petite correction dont elle est encore susceptible sera mieux déter- 
minée par les éclipses du premier satellite. Cela posé, nommons g le 
retard observé du milieu d’une éclipse du troisieme satellite sur le 


milieu calculé, on aura 


gq = oe" + i dn" — 20h" sin(6" — &") + 0,0026844(i df" + oI") cos(6"— w”) 
— 26h" sin(6"—w") + 0,0014932 (2 of'+ oI”) cos(6"— 0"), 


of, et oF, étant les corrections du mouvement annuel de l’abside du 
quatrieme satellite et de sa longitude, en 1700, ces corrections étant 
réduites en temps, & raison du mouvement synodique du troisieme sa- 
tellite. On formera ainsi un grand nombre d’équations de condition, 
et l’on en tirera les valeurs des inconnues. On combinera d’abord ces 
équations de maniére 4 former quatre équations indépendantes de of” 
et de cI’, et disposées avantageusement pour déterminer les valeurs 
des autres inconnues; on déterminera ensuite ces valeurs. 

En considérant les éclipses observées vers l’aphélie ou vers le péri- 
hélie propre du satellite, on réunira toutes les équations de condition 
relatives & ces éclipses, et l’on en formera une seule entre éI” et of”. 
Cette équation donnera ol” lorsque of” sera connus or on a vu, dans 
l’article XXIV, que le mouvement annuel de l’abside du troisiéme sa- 
tellite est déterminé par les masses des satellites et par l’aplatisse- 
ment de Jupiter; on remettra donc la détermination de éf” apres la 
discussion de la théorie des satellites, discussion qui rectifiera les 
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données, dont nous avons fait usage dans l’article XXIH, pour obtenir 
les valeurs de leurs masses et de l’aplatissement de Jupiter. 

Si lon nomme ¢’ la durée entiére d’une éclipse, on aura la durée 
moyenne 2T de I’éclipse dans les neeuds, au moyen de la formule 


t! 
d bse ; 
(ee oe: 


en considérant donc un grand nombre d’éclipses vers les nceuds, on 
aura la valeur de T. Au moyen de cette valeur, on rectifiera celle de 6, 
et l’on aura ¢ au moyen de la formule 


VEG Ot? 
>" oY In eas Se, 9 aaah 


4 


On a cing corrections 4 faire dans l’expression précédente de ¢, 
savoir celle du nombre 0,86770, celle de l’angle constant 46°56’, celle 
du nombre 0,05825, celle de l’angle constant 56°44’, enfin celle de 
langle 9513’,45. Les deux derniers termes de cette expression peu- 
vent, vu leur petitesse, étre supposés suffisamment connus. 

En considérant les durées des éclipses observées loin des nceuds, 
on déterminera les trois premieres corrections; quant aux deux der- 
nieres, on choisira les durées des éclipses les plus propres a les déter- 
miner, et l’on formera, a leur moyen, une équation de condition entre 
ces deux corrections; ensuite la discussion de la théorie des satellites 
et une nouvelle détermination de leurs masses fixeront, par l’ar- 
ticle XXV, la correction de langle 9513”, 45; en substituant cette cor- 
rection dans l’équation de condition précédente, on aura la correction 
de langle 56°44’. 

On a vu dans l'article précédent que les éclipses du quatriéme satel- 
lite donnent la correction de l’angle 46°56’; ainsi, pour avoir la véri- 
table correction de cet angle, qui donne la position du nceud de l’équa- 
teur de Jupiter, on prendra un milieu entre les corrections données 
par les éclipses du troisiéme et du quatrieme satellite. 

Pareillement, le coefficient du premier terme de la valeur de C rela- 
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tive au quatrieme satellite donne es ) de l’équateur sur 


lorbite de Jupiter, car ce terme est égal a zh va 6 étant le moyen 


se 
mouvement synodique de ce satellite pendant i iain moyenne de 
ses éclipses dans ses neeuds. Le coefficient du premier terme de la va- 
leur de C, relative au troisieme satellite, donne une nouvelle valeur 


(rae ee bé cas 
hy SAAN LICLIG 
(T—pjs 


moyen mouvement synodique du troisieme satellite pendant la durée 


de}, en observant que ce coefficient est égal a 


moyenne de ses éclipses dans les nceuds. Ainsi, pour avoir la vraie va- 
leur de , on prendra un milieu entre les deux valeurs données par 
les éclipses du troisiéme et du quatrieme satellite; on déterminera 
ensuite, 2 son moyen, les coefficients des premiers termes des valeurs 
de C relatives & chacun de ces satellites. 


XXIX. 


Théorie du second satellite. 


M. de Lambre a trouvé, par la comparaison d’un grand nombre 
d’éclipses de ce satellite, son moyen mouvement séculaire égal a 
10285 3523°14'13”, et sa longitude moyenne, en 1700, égale A 
2§15°13'32". Soit 0’ la longitude moyenne du satellite, calculée sur 
ces données. 

Les différentes équations du centre de ce satellite sont renfermées 


dans l’expression 
— 2h'sin(n't+e'—if—T) 


ou dans celle-ci 

— 2h'sin(9’— if — 50", 25¢—T). 
Les valeurs de / et de /’ relatives & la premiére et a la seconde des va- 
leurs de f de l’article XXIV ont paru jusqu’ici insensibles. On a, rela- 
tivement 4 la troisiéme des valeurs de f du méme article, 


h'= 0,2154558:A" = 0,2154558 ae 
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’équation du centre du second satellite relative 4 cette valeur de / 


sera done 
—120",19sin(4’— ow"). 


Relativement a la quatrieme valeur de f de l’article XXIV, ona 


3082”,0 


h'= 0,021380h" = 0,021380 ; 


Péquation du centre relative a cette valeur de f sera donc 
— 66", 04 sin( 6! — w"). 


Considérons maintenant les valeurs de Q’ relatives aux diverses va- 
leurs de f. Sil’on substitue successivement ces valeurs dans l’expres- 
sion de Q’ de l’article XIX, 


La premiére valeur de f donne... Q’= _ 1,913914h 
La deuxiéme donne..... oe Ol) a 353 huh! 
Eantroisteme:donnence er see ee Q’=— 0,71403 h" 
La quatriéme donne...........5. Q’=— 0,06647 h” 


I] suit de la que si 2, excentricité propre du premier satellite, était de 
100” de degré, il en résulterait une inégalité de 172”, 4 dans le mouve- 
ment du second satellite. L’équation du centre du premier satellite 
serait de 23’,6 en temps, et l’inégalité du second satellite qui en 
dérive serait de 4o0%,63 en temps, et par conséquent l’excentricité du 
premier satellite serait plus sensible dans ke mouvement du second que 
dans celui du premier. 

L’excentricité /’ du second satellite n’a point encore été remarquée ; 
il est curieux de remarquer que s’il y en avait une, l’équation, qui a 
pour coefficient Q’ et qui en dériverait, serait plus forte que l’équation 
du centre méme, puisque celle-ci a pour coefficient 2h’, tandis que 
Yona 


L’excentricité A” propre au troisieme satellite est, par l’article pré- 
cédent, $(555”,8), ce qui donne 


Or Lee 198", 43, 


456 THEORIE DES SATELLITES DE JUPITER. 


et par conséquent l’inégalité du second satellite, relative a cette valeur 
de Q’, est 
— 198",43 sin(@ — 20'+ 0"). 
L’excentricité h” propre au quatrieme satellite est, par ce qui pré- 
cede, +(3082”,0), ce qui donne 


Oe a 102", 43, 


et par conséquent V’inégalité du second satellite, relative a cette va- 
leur de Q’, est 
—102",43 sin(@—26'+ 0”). 
Si, dans l’expression de 6¢’ de l’article XVIII, on substitue pour m 
et m’ leurs valeurs; si, de plus, on met 0’— 0” au lieu de 


nt—n"t+e'—eé'; 


et 180°-+ 26’ — 26” au lieu de 
nt—n'it+e—<é, 


on aura 
ov’—=— 51”,71sin (6'—6") 


+ 3862”,96 sin2(6’— 6") 
+ 19”,31sin3(6’— 6") 
— 3",14sin4(@’— 6"). 


Le coefficient du second terme de cette expression doit étre diminué 
et réduit & 3848”, 2, 4 raison de l’augmentation de e — $9, suivant la 
remarque de l’article précédent. 

Parmi les inégalités du second satellite qui dépendent de I’action 
du Soleil, et qui sont déterminées dans l’article XX, la seule sensible 


est Pinégalité 
ga'mbkn® 
Sam! (M?— kn!) 


2h", 384 | | sinV; 


en substituant pour m, m', m” leurs valeurs, cette inégalité devient 
35”,78 sin V. 


Enfin l’équation de la libration relative au second satellite est, par 


Ce. 
= 
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article XXVI, Z 
— 0,85059 P sin(n!tVk + A); 


mais Jusqu ici la valeur de P a été insensible. 
En rassemblant toutes les inégalités sensibles du mouvement de ce 
satellite, on aura 
y= 6'— 120",2sin(6’— ow" 
— 66’,osin(6’— ow”) 
— 198",4sin(@— 26’+ 0") 
— 102”,4sin(9— 26'+ 0") 
— 30’,8sinV 
— 5i',osin (6'—6") 
+ 3848",2 sin2(6’— 6”) 
+  19",3sin3(6’— 6") 
—  3,1sin4(@’— 9), 


La plus considérable de toutes les inégalités de cette expression est 
celle qui dépend de l’angle 2(6’— 0”) et qui, réduite en temps, a 
raison du moyen mouvement synodique du satellite, est de 15™ 11°. 
Cette inégalité a été reconnue, @ posterior:, par M. Wargentin, dans 
ses belles recherches sur le mouvement des satellites, imprimées dans 
le troisieme Volume des anciens Mémoires d’Upsal. Depuis, MM. Bailli 
et de la Grange l’ont déterminée par la théorie. C’est la seule inéga- 
lite employée dans les Tables de M. Wargentin; mais on voit que le 
mouvement du second satellite a plusieurs autres inégalités assez sen- 
sibles pour y avoir égard, et c’est ce que M. de Lambre a fait dans ses 
nouvelles Tables des satellites. 

Considérons maintenant le mouvement du second satellite en lati- 


tude. La partie 
(1— v') Vsin(n't + e'— 1) 


de l’expression de sa latitude devient, en y substituant pour v’, v et I 
leurs valeurs données dans I’article XXV, et en y mettant » — 50”, 257 
au lieu de n’t ++ ¢’, 


3°4/48"sin (eo! +- 46°56’ — 52", 257). 
OEuvres de L. — XI. 58 
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Ona, relativement a la premiére des valeurs de g de l'article XXV, 
l’ = — 0,0132641 0; 

mais, les observations n’ayant point fait reconnaitre de valeur sen- 
sible 4 Z, on peut n’avoir aucun égard a cette valeur de ’. 

La valeur de /’ relative a la seconde des valeurs de g est, comme 
on l’a vu dans l'article précédent, égale & — 27'58”’,9. La partie 
l’sin(n’t + ¢’+ qt — A) de l’expression de la latitude du second satel- 


lite devient 
— 27158", 9 sin(¢ + 18°53! + 43199",737). 


La valeur de /’ relative a la troisiéme des valeurs de g est, par l’ar- 
ticle XXV, 0,1624575/’, et Yona 
fu = —19'9"s 
on aura donc, pour cette partie de la latitude, 
— 1/58" sin( #/4- 56°44/+- 9513", 457). 
La valeur de /’ relative a la quatrieme des valeurs de g est 


0,02898302 L” 


ef 
{= — Ty oo 


ona done, pour ce terme, 
— 26",03 sin(!+ 41°50/+ 2381",0572). 
Enfin la partie 


— 0,00030737 (L’— /’) sin(n't + e'/— 2Mt — 2E— qt— A) 


de expression de s’, trouvée dans l’article XXII, devient, en y substi- 
tuant 3°4’48” au leu de L’— /’, 


— 3", 408 sin (o’— 2Tl — 46°56'+ 52”, 252), 
et, dans les éclipses, 


+ 3", 408 sin( 0'+ 46°56’— 52", 257). 
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L’autre partie de l’expression de s’ du méme article peut étre né- 
gligée. 
En rassemblant donc tous les termes sensibles de l’expression de la 
latitude du second satellite dans les éclipses, on aura 


s'= 3° 4'51", 4 sin(v’+ 46°56'— = 52", 257) 
— 27'58",9 sin(o/+ 18°53! + 43199", 752) 
— 1/58”,1 sin(¢/+ 56°44/+ 9513",45¢) 
— 26”,osin(’+ 41°50'+ 2381",057 ). 


Pour avoir la durée des éclipses du second satellite, nous repren- 
drons la formule de l’article XII 


aad ee mses? 
=T0+%) | oeae * V1 X— pape 


Test la demi-durée moyenne des éclipses du satellite dans ses neeuds; 
M. de Lambre a trouvé cette demi-durée de 5170°%. La valeur de 0’ 


donne, a fort peu pres, 
X =— 0,018657 cos2(6'— 6"). 


6 est le moyen mouvement synodique du satellite pendant le temps T, 
et ona 


6 = 21820". 
Cela posé, on formera la quantité Sane et, en la nommant CZ, on 
aura 
C= 0,547265 sin(»’+ 46°56’— 52", 057 


) 
—0,083153  sin(’+ 18°53'+ 43199", 752) 
— 0,0058275 sin(¢’+ 56°44/4- 9513”, 44zr) 
— 0,0012842 sin(¢/+ 41°50/+ =2381",057). 
Maintenant, on peut dans l’expression de ¢ négliger, sans erreur sen- 
Dyess 
(1— 9)?6 de”’ 


SOU eC aa, CRE 


sible, le terme — on aura ainsi 


f= DAG8,0 dol 


Soit T instant de la conjonction du satellite, en supposant son orbite 
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dans le plan de l’orbite de Jupiter; T sera donné par les Tables de 
cette planete et par l’expression précédente de ¢’. Hl est clair que Vin- 
stant de la conjonction réelle du satellite retarde sur T de la quantité 
ts’ ds! 


*—? réduite en temps. Cette quantité ainsi réduite est égale a 


Cdl. 


ES 


Vinstant de ’immersion du satellite sera donc 


T— 3rt,0ne —5igot(s X) V¥r— X =O. 


L’instant de l’émersion sera 


i Riise ne + 51708(1 + X) vi—X — C2, 


dv! 
et la durée entiére de l’éclipse sera 
108408 (1-+ X)Vi— X —@. 


Pour corriger ces éléments, on formera 4 leur moyen des Tables pro- 
visoires du second satellite. Son mouvement en longitude offre trois 
corrections, savoir : 1° celle de l’époque de la longitude moyenne du 
satellite en 1700, soit de’ cette correction réduite en temps, & raison 
du moyen mouvement synodique du second satellite; 2° celle du mou- 
vement annuel des moyennes conjonctions, soit én’ cette correction; 
3° la correction du coefficient 3848’, 2 de sin2(4’ — 0”), soit dy’ cette 
correction réduite en temps. Pour déterminer ces trois inconnues, 
on formera des systemes de deux éclipses fort voisines, dans l’une 
desquelles l’immersion a été observée, tandis que l’émersion a été 
observée dans l’autre. On calculera par les Tables provisoires V'instant 
de immersion dans la premiere éclipse, soit g l’excés de l’instant 
calculé sur instant observé. On calculera par les mémes Tables I’in- 
stant de l’émersion dans la seconde éclipse, soit g, l’exces de l’instant 
observé sur l’instant calculé; on aura l’équation de condition suivante : 


qQ4+ Qi 2 0e' + (i+ 0) dn! + dy'[sin2 (4 — 6”) + sina (6,— 47 )]. 
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vet z, sont les nombres des années juliennes écoulées depuis 1700 
jusqu’a la premiére et a la seconde éclipse; 0’— 4” sont les valeurs 
de ces angles a l’instant de la conjonction dans la premiére éclipse ; 
0, — 6 sont les valeurs de ces mémes angles 4 l’instant de la conjonc- 
tion dans la seconde éclipse. Plus les éclipses que l’on aura choisies 
seront voisines, plus l’équation de condition sera exacte et indépen- 
dante des éléments de la durée des éclipses. Si les deux éclipses se 
réduisaient a une seule dont on ett observé a la fois immersion et 
l’émersion, on aurait alors 


G5 gies A et C= a 


a serait l’excés de l’instant observé de la conjonction sur l’instant 


calculé; mais les éclipses de ce genre sont tres rares. 

On formera ainsi un grand nombre d’équations de condition, au 
moyen desquelles on déterminera les corrections 6¢’, dn’ et dy’. Si ces 
corrections ne représentent pas les observations, ce sera une preuve 
que les arbitraires auxquelles nous n’avons point eu égard ont un effet 
sensible. Ces arbitraires sont au nombre de six, savoir : l’excentricité 
de l’orbite du premier satellite et la position de son aphélie, car on a 
vu ci-dessus que cette excentricité est plus sensible dans le mouve- 
ment du second satellite que dans celui du premier; ensuite l’excen- 
tricité propre au second satellite et la position de son aphélie; enfin, 
les deux arbitraires P et A de l’équation de la libration. II sera fort dif- 
ficile de déterminer ces diverses arbitraires par les observations, et 
c'est ce qui rendra la théorie du second satellite tres compliquée si 
ces arbitraires sont sensibles. On ne doit done les introduire dans 
cette théorie qu’aprés que les observations en auront fait sentir la 
nécessité. M. de Lambre a fait, pour les reconnaitre, quelques tenta- 
tives inutiles, d’ou il résulte que ces arbitraires sont tres petites et du 
méme ordre que les erreurs des observations dans lesquelles elles sont 
confondues. 

Pour corriger les éléments de la demi-durée, on rectifiera d’abord 
le premier terme de l’expression de ¢ au moyen des corrections déja 
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faites au premier terme de cette expression relative soit au troisieme, 
soit au quatrieme satellite; car les éclipses de ces deux derniers satel- 
lites donnent l’inclinaison de l’équateur sur l’orbite de Jupiter et la 
position de ses neeuds avec beaucoup plus de précision que les éclipses 
du premier et du second. On calculera ensuite les phases des éclipses 
observées pres des noeuds, au moyen de la valeur de ¢’ corrigée, et, en 
nommant q l’exces de l’instant observé sur l’instant calculé, on aura a 
fort peu pres 
g==ol+ ¥)Vi— Ke, 


oT étant la correction de T, le signe + ayant lieu pour les émersions 
et le signe — ayant lieu pour les immersions. On corrigera ainsi T au 
moyen d’un nombre suffisant d’observations. 

On considérera les éclipses éloignées des noeuds et lon calculera, 
au moyen de la valeur corrigée de ¢’, l’instant T de leurs conjonctions, 
en supposant l’orbite du satellite dans le plan de l’orbite de Jupiter. 
L’instant de l’émersion ou de l’immersion du satellite sera a fort peu 
pres 

T— 311508 (0990S OL 1 Se 


soit T’ ’instant observé de l’émersion ou de l’immersion, on aura 


ee + (5170? + 6T) (1+ X)Vi—X —@. 


v 
On aura donc la valeur de 
=e (b1jo*-+ OF) (1+ X)VI— &— 
en retranchant T de T’ et en ajoutant & cette différence la quan- 


Le aC ‘ ; A , 
tité Sonioe qui, vu sa petitesse, peut étre supposée suffisamment 


connue. Soit ¢’ cette valeur, on aura 


VETOES 


$ 2T(i1+ X) 


Ici, on a trois corrections 4 faire; elles sont relatives au coeffi- 
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cient — 0,83153 du second terme de ¢, a l’angle constant 18°53’ de 
ce terme, et au coefficient 43199”, 75 de ¢ dans ce méme terme. Ce der- 
nier coefficient étant une des données dont nous faisons usage pour 
avoir les masses des satellites, il doit étre déterminé avec beaucoup de 
précision, et pour cela il est nécessaire d’employer un grand nombre 
(observations. 


XXX. 


Théorie du premier satellite. 


M. de Lambre a trouvé, par la comparaison d’un grand nombre 
d’observations de ce satellite, son moyen mouvement séculaire égal 
a 20 645" 752599011", 4, et sa longitude moyenne en 1700 égale a 
2°17°15'47”. Soit 9 la longitude moyenne du satellite calculée par ces 
données. 

On n’a point, jusqu’ici, reconnu d’équations du centre propres au 
premier et au second satellite; ainsi nous n’avons &@ examiner que 
les deux équations du centre qui se rapportent aux absides du troi- 
sieme et du quatrieme satellite. Il est facile de s’assurer que l’équa- 
tion relative a l’abside du troisieme est insensible, mais la quatri¢me 
des valeurs de / de l'article XXIV donne 


h=0,0030529h"; 


ainsi l’équation du centre du premier satellite relative a l’abside du 
quatriéme est 
—9",4sin(0—o"). 
Cette inégalité, réeduite en temps, est d’environ une seconde; ainsi on 
peut la négliger. 
Si dans l’expression de Q de l’article XIX on met successivement 
les quatre valeurs de f de l'article XXIV, on aura 
Q = — 2,96667h, 
Om at DODs0 Rk", 


Om OF esGtal 
Q= _0,020307 h’. 
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het h’ sont insensibles; mais, en substituant pour A’ sa valeur $555", 8, 
on trouve l’inégalité 

93”, 75 sin(?@— 20’ + 0”), 
En substituant pour A” sa valeur +3082”, 0, on trouve l’inégalité 


31",3 sin(@ — 26'+ 0”). 


Parmi les inégalités dépendantes de l’action du Soleil, et que nous 
avons déterminées dans l’article XX, la plus considérable est celle-ci : 
3bkn”? 
Y Pdf RO et ee, } 
12 1148 (1 wo Tai) sinV. 
Cette inégalité, réduite en temps, est d’environ une seconde; ainsi l’on 
peut se dispenser d’y avoir égard. 
Si l’on substitue dans l’expression de ¢é¢ de l’article-XVIII au lieu 
de m’ sa valeur trouvée dans l’article XXIII, on aura 
ov=— 15”,68sin (0— 6’) 


+ 1856", 10 sina (0 — 6’) 
+ 5”,93sin3(@— 6’). 


Le coefficient du second terme de cette expression doit étre un peu 
diminué, suivant la remarque de l'article XXVIII, a cause de l’aug- 
mentation de la valeur de eo — -¢. On trouve qu'il se réduit a 1825”,0. 


On a ainsi 

g—6+ 93",8sin (9@—20+35") 
+ 31",1sin (9—20'+ 0") 
— 15",7sin (@— 6) 
+ 1825",0sin2(@— 6’) 
+  95%,9sin3(@— 6). 


Pour avoir l’expression de la latitude du premier satellite, au-dessus 
de orbite de Jupiter, nous observerons que !’on a, par l’article XXV, 


¥ = 0, 00063534; 
on a d’ailleurs 
p= 3°6, 
d’ot l’on tire 
(TS) se Seb 405": 
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on aura ainsi pour la partie de la latitude du satellite relative & l’incli- 
naison de l’équateur sur l’orbite de Jupiter 


305/53" sin (p + 46°56! — 52", 252). 


La valeur de / relative & la premiere valeur de g de l’article XXV a 
été jusqu’a présent insensible. Sa valeur relative a la seconde valeur 


de g est 
+ 0,023183 l’/ = — 30’; 


ainsi cette partie de la latitude sera 
— 39" sin(» + 18°53'+ 43199",757). 


Mais, comme elle ne peut affecter que de 15,6 la demi-durée des éclipses, 
on peut la négliger. Les valeurs de / relatives aux deux autres valeurs 
de qg sont insensibles. 

Enfin, la valeur de s de l'article XXII donne, en n’ayant égard qu’a 
la partie 


— 0,00015312(L' — /) sin(nt +¢—2Mti—2E—qt+ A) 


qui dépend de l’action du Soleil, et en y substituant 3°5'53” pour 
(L’ — 1), 


—1",7sin(v — 2Il — 46°56’+ 52",25 7), 


quantité qui, dans les éclipses, se réunit au premier terme de la lati- 
tude, qui devient par la 


305/54", 9 sin(y + 46°56’ — 52", 252); 


c’est 2 ce terme que se réduit sensiblement la valeur de s. 
Pour avoir la durée des éclipses du premier satellite, nous repren- 
drons la formule de l’article XII 


sds i 
peice 6 =m tl -X~ |. 


OEuvres de L. — XI. D9 
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T est la demi-durée moyenne des éclipses du satellite dans ses neeuds, 
et cette demi-durée a été observée de 4075*; 6 étant le moyen mouve- 


ment du satellite durant le temps T, on a 


i= OA000 ,/025 


j , & 3 
’équation ¢ = = donnera done 


3) 


€ = 0, 34794 sin(» + 46°56’ — 52”,257). 
La valeur de ¢ donne, & fort peu pres, 
X =— 0, 0088480. 


Maintenant on peut, dans l’expression de ¢, négliger sans erreur sen- 


: sds alt 
sible le terme — TX ences aura ainsi 
¢ =~ 689", 3252 + fozde(r-e X) YI- KG. 


Soit T Pinstant de la conjonction du satellite en supposant son orbite 
dans le plan de l’orbite de Jupiter; T sera donné par les Tables de cette 


planéte et par l’expression précédente de ¢. Il est clair que l’instant de 


la conjonction réelle du satellite retarde sur T de la quantité as 


réduite en temps. Cette quantité ainsi réduite est égale a 294°,3 = 
8 : a5 


Vinstant de ’immersion sera donc 


T — 388,0 ee —~ hogd?(14-X) Vi Xk eG: 


linstant de ’émersion sera 


T— 388,020 + 4o75s(1+ X) ~r— X — @, 


et la durée entiere de l’éclipse sera 


Smoke Kya are. 
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Le coefficient 0, 34794 du premier terme de l’expression de ¢ doit étre 
rectifié en le faisant varier dans le rapport de l’inclinaison de l’équa- 
teur de Jupiter, rectifiée par les éclipses du troisiéme et du quatrieme 
satellite, & l’inclinaison supposée de 3°6’. Enfin, il faut employer 
Pangle constant 46°56’ de ce méme terme, corrigé par les mémes 
éclipses. 

Pour corriger les autres éléments du mouvement du premier satel- 
lite, on formera des Tables provisoires de ce satellite avec les éléments 
précédents; on calculera par ces Tables une phase quelconque observée 
dune éclipse; soit g exces de l’instant observé sur l’instant calculé; 
soit de la correction de l’époque de la longitude en 1700, réduite en 
temps, & raison du mouvement moyen synodique du satellite; soit én 
la correction du mouvement annuel des conjonctions moyennes du 
satellite; soit encore éy la correction du coefficient de sin2(0 — 0’) 
de l’expression de ¢, cette correction étant réduite en temps; enfin, 
soit éT la correction de la demi-durée moyenne des éclipses dans les 
neeuds; la demi-durée moyenne des éclipses dans les plus grandes 
latitudes du satellite ne differant que d’environ 4’ de cette demi- 
durée, on peut supposer, sans erreur sensible, que oT est la correc- 
tion de la demi-durée d’une éclipse quelconque. Cela posé, on aura 


’équation de condition 
gq = 0e + ton + Oy sina(9—6') = OT," 


le signe supérieur ayant lieu pour les immersions et le signe inférieur 
ayant lieu pour les émersions; ¢ est, comme ci-dessus, le nombre des 
années juliennes écoulées depuis 1700. 

I] serait utile d’ajouter aux quatre indéterminées précédentes une 
cinquiéme indéterminée pour la correction du mouvement de la 
lumiére. Les éclipses du premier satellite ont fait connaitre ce mou- 
vement, et je suis persuadé qu’elles peuvent le donner avec plus de 
précision que l’aberration des fixes. Il faut pour cela choisir un grand 
nombre d’éclipses observées fort pres de la conjonction de Jupiter, 
et en pareil nombre avant comme apres, en sorte qu’il y ait autant 
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dimmersions que d’émersions. De cette maniere, les erreurs sur la 
durée de ces éclipses auront peu d’influence sur leur résultat moyen, 
que l’on comparera & celui d’un grand nombre d’éclipses observees 
fort prés de l’opposition de Jupiter, et en pareil nombre avant comme 
apres, en sorte qu’il y ait autant d’immersions que d’émersions. Si 
l’on a soin de choisir, autant qu’il est possible, des observations faites 
par les mémes observateurs ou avec des lunettes de pareille force et 
dans le méme climat, on aura avec beaucoup d’exactitude l’équation 
de la lumiére, dont la détermination précise intéresse toute |’Astro- 
nomie. 


XXXI. 


Conclusion. 


J'ai donné, dans la premiere Partie de cet Ouvrage, la théorie ana- 
lytique des inégalités des satellites de Jupiter, et j’ai fait en sorte de 
n’omettre aucune de celles qui peuvent influer d’une maniére sen- 
sible sur leurs mouvements. Dans la seconde Partie, j’ai présenté le 
résultat de leur comparaison avec un trés grand nombre d’observa- 
tions et les formules nécessaires pour déterminer les mouvements des 
satellites. Je vais rappeler ici les principaux résultats de la théorie 
et des observations, pour mieux faire sentir l’exactitude de cette théo- 
rie et son utilité dans cette branche délicate et importante de l’Astro- 
nomie. 

Les moyens mouvements et les époques des trois premiers satellites 
de Jupiter, tirés des Tables de M. Wargentin, offraient un résultat 
tres remarquable : le moyen mouvement du premier satellite, plus 
deux fois celui du troisieme, approchait extrémement d’égaler trois 
fois le moyen mouvement du second. 

Pareillement, la longitude moyenne du premier satellite, en 1700, 
moins trois fois celle du second, plus deux fois celle du troisieme, 
approchait extrémement de 180°; d’ot il suivait que les trois premiers 
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satellites ne pourraient étre a la fois éclipsés qu’apres un trés grand 
nombre de siécles. 

Frappé de ces résultats, je soupconnai que ces égalités trés appro- 
chées, dont cependant les Tables différaient encore de plusieurs mi- 
nutes, étaient rigoureuses, et que les différences des Tables dépen- 
daient des erreurs dont elles étaient encore susceptibles. Je cherchai 
donc, dans la théorie, la cause de ces égalités, et je trouvai, en l’ap- 
profondissant, que l’action mutuelle des trois premiers satellites ren- 
dait les rapports précédents rigoureusement exacts; d’ot je conclus 
que, en déterminant avec plus de précision qu’on ne l’avait encore fait 
les mouvements de ces satellites, et en employant des observations 
plus nombreuses et plus éloignées entre elles, ces mouvements appro- 
cheraient encore plus de ces rapports. J’ai eu la satisfaction de voir 
cette conséquence de la théorie confirmée par les recherches de 
M. de Lambre. On a vu précédemment que la comparaison d’un tres 
grand nombre d’observations lui a donné : 


cir s ony y 
Moyen mouvement séculaire du premier satellite.... 20645.7.25.29.11,4 
Moyen mouvement séculaire du deuxiéme satellite... 10285.3.23.14.13,0 
Moyen mouvement séculaire du troisiéme satellite... 5105.1.22. 6.42,0 


Ces résultats donnent le moyen mouvement séculaire du premier sa- 
tellite, moins trois fois celui du second, plus deux fois celui du troi- 
sieme, égal & — 3’,6. On ne peut désirer un accord plus satisfaisant 
entre la théorie et les observations. Pour les faire coincider exacte- 
ment, M. de Lambre, dans ses Tables, a ajouté 0”,6 au moyen mouve- 
ment séculaire du premier et du troisiéme satellite, et a retranché 0’,6 
du moyen mouvement séculaire du second. 

On a vu pareillement que les observations ont donné a M. de Lambre : 


s (0) / ” 
Longitude moyenne du premier satellite, en 1700.......... Ded tgpel sas 
Longilude moyenne du deuxiéme satellite, en 1700......... Drenvayg Vesa 32) 
Longitude moyenne du troisieme satellite, en 1700......... Sell EON Os 


ces résultats donnent la longitude moyenne du premier satellite, en 
1700, moins trois fois celle du second, plus deux fois celle du troisieme, 


470 THEORIE DES SATELLITES DE JUPITER. 


XY 


égale & 5°29°59/35”,8. Suivant la théorie, cette quantité doit étre 
de 6°; il n’y a done ici qu’une différence de 24’,2 entre la théorie et 
les observations; ainsi elles s’accordent aussi bien qu’on peut le dé- 
sirer. Pour les faire coincider exactement, M. de Lambre, dans ses 
Tables, a ajouté 4” aux longitudes du premier et du troisieme satellite, 
en 1700, et ila retranché 4’ de la longitude moyenne du second satel- 
lite. 

Il n’est pas nécessaire, comme on I’a vu dans I’article XIV, que les 
rapports précédents entre les moyens mouvements et les longitudes 
des trois premiers satellites aient eu lieu exactement a l’origine de ces 
mouvements; il suffit que ces mouvements s’en soient peu écartés, et 
alors l’action mutuelle des satellites a suffi pour établir rigoureuse- 
ment ces rapports. La différence des rapports primitifs aux rapports 
actuels a donné lieu a une inégalité d’une étendue arbitraire, com- 
mune aux trois satellites, et que j’ai désignée sous le nom de “bration. 
Mais la discussion d’un grand nombre d’observations n’ayant point 
fait reconnaitre cette inégalité, elle doit étre fort petite et méme insen- 
sible. 

Les trois premiers satellites de Jupiter sont assujettis 4 une inéga- 
lité dont la période est d’environ 437 jours, et que les observations 
ont fait connaitre. Cette inégalité est due a l’action mutuelle de ces 
trois satellites, et sert a déterminer leurs masses. Nous en avons déve- 
loppé la cause dans l'article V. 

Les orbites des deux premiers satellites n’ont point d’excentricité 
sensible; mais les excentricités des orbites du troisiéme et du qua- 
trieme sont fort sensibles. La plus considérable est celle du quatriéme; 
elle se répand sur les orbites des trois autres, mais plus faiblement a 
mesure qu ils sont plus pres de Jupiter. En se combinant avec l’excen- 
tricité propre a lorbite du troisieme satellite, elle produit dans son 
mouvement une équation du centre variable et rapportée a une abside 
dont le mouvement est variable. Cette double excentricité de l’orbite 
du troisiéme satellite a fort embarrassé les astronomes, qui l’auraient 
difficilement reconnue par les seules observations. 
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Les plans des orbites des satellites de Jupiter sont variables; on 
peut représenter 4 peu pres leurs.mouvements, en concevant chacune 
delles mue uniformément sur un plan qui passe constamment par 
intersection de l’équateur et de lorbite de Jupiter entre ces deux 
plans, et qui est incliné 4 l’équateur d’un angle plus grand, a mesure 
que les satellites sont plus éloignés de Jupiter. Cette différence d’in- 
clinaison a été reconnue par les astronomes sans qu’ils en aient de- 
viné la cause; car, suivant la Table des éléments des satellites que 
M. de la Lalande a insérée dans la troisieme édition de son Astro- 
nomie, n° 3025, les inclinaisons moyennes des orbites sur l’orbite de 
Jupiter dans ’hypothese circulaire sont : 3°18’38” pour le premier 
satellite, 3°16’0” pour le second, et 3°13'58” pour le troisiéme; en 
sorte que la différence des inclinaisons moyennes des orbites du pre- 
mier et du troisieme satellite est 4’40’, différence qui, suivant la 
théorie précédente, est d’environ 6’. 

Depuis l’époque de la découverte des satellites de Jupiter, l’incli- 
naison de lorbite du quatriéme est parvenue a son minimum; elle a 
done été stationnaire pendant un assez grand nombre d’années, et ses 
noeuds ont eu un mouvement annuel direct d’environ 4’ sur Vorbite de 
Jupiter. Cette circonstance, que les observations ont fait connaitre, a 
été saisie par les astronomes pour calculer les éclipses de ce satellite; 
mais, depuis plusieurs années, les observations ont fait apercevoir 
dans l’inclinaison un accroissement tres sensible, qui, sans le secours 
de la théorie, ett rendu tres difficile la formation des Tables de ce 
satellite. 

Ainsi la théorie a non seulement expliqué la cause des inégalités 
que les observations ont fait connaitre, mais elle a développé les lois 
de toutes les inégalités qui, en se combinant entre elles, offraient aux 
astronomes des résultats trop compliqués pour qu’ils aient pu déméler 
les inégalités simples dont ils étaient formés. Elle a banni tout empi- 
risme des Tables des satellites de Jupiter, et celles que M. de Lambre 
vient de publier dans la troisiéme édition de l’Astronomie de M. de la 
Lande étant fondées sur la théorie de la pesanteur universelle, elles 
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ont l’avantage de s’étendre & tous les temps, en rectifiant les données 
que l’observation seule peut déterminer. 

La grande influence de l’aplatissement de Jupiter sur les varia- 
tions des orbites des satellites détermine avec beaucoup de précision 
cet aplatissement. On a vu, dans l’article XXII, qu’il s’accorde par- 
faitement avec les mesures directes les plus exactes. Cet accord prouve 
que la gravitation des satellites de Jupiter vers cette planete se com- 
pose de leur gravitation vers chacune de ses molécules, puisque c’est 
dans cette hypothese que nous avons calculé les variations des orbites 
des satellites. La vérité de cette hypothese résulte du principe de 
l’égalité entre l’action et la réaction; car, tous les corps a la surface de 
la Terre pesant vers son centre, il est nécessaire que la Terre pese vers 
chacun d’eux, et qu’ainsi il y ait entre toutes les molécules de la ma- 
tigre une action réciproque, d’ou résulte la sphéricité des corps cé- 
lestes et leur force attractive; mais les phénoménes de l’aplatissement 
de la Terre, de Ja variation de la pesanteur 4 sa surface et des varia- 
tions des orbites des satellites de Jupiter, démontrent, @ posteriori, 
cette loi de la nature. 

J’ai observé, dans l’article XXX, que les éclipses du premier satel- 
lite pouvaient donner la quantité de l’aberration avec plus de préci- 
sion encore que les observations directes. M. de Lambre ayant bien 
voulu, ama priére, discuter dans cette vue un grand nombre d’éclipses 
de ce satellite, il a trouvé 20+ pour la valeur entiere de l’aberration. 
Cette valeur est exactement celle que Bradley a fixée par ses obser- 
vations. Il est curieux de voir un aussi parfait accord entre deux 
resultats conclus par des méthodes aussi différentes. Il suit de cet 
accord que la vitesse de la lumiére est uniforme dans tout l’espace 
compris par l’orbe terrestre; en effet, la vitesse de la lumiére donnée 
par les observations de l’aberration est celle qui a lieu sur l’orbite 
terrestre, et qui, en se combinant avec le mouvement de la Terre, pro- 
duit le phénomene de l’aberration. La vitesse de la lumitre, conclue 
des éclipses, est déterminée par le temps que la lumiére emploie a tra- 
verser l’orbe terrestre ; ainsi, ces deux vitesses étant les mémes, la 
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vitesse de la lumiere est uniforme dans toute la longueur du diamétre 
de lorbe de la Terre. Cette uniformité est une nouvelle raison de 
penser que la lumiere du Soleil est une émanation de cet astre; car, si 
elle était produite par les vibrations d’un fluide élastique, il y a tout 
lieu de penser que ce fluide serait plus élastique et plus dense en 
approchant du Soleil, et qu’ainsi la vitesse de ses vibrations ne serait 
pas uniforme. : 
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SUR QUELQUES POINTS 


DU 


SYSTEME DU MONDE. 


Mémoires de l’ Académie royale des Sciences de Paris, année 1789; l’an If 
de la République, 


I, 


Sur la théorie des satellites de Jupiter. 


J’ai donné dans le Volume de |’Académie pour l’année 1788 (') une 
théorie des inégalités des satellites de Jupiter, dans laquelle j’ai fait 
en sorte de ne rien négliger de ce qui peut influer d’une maniére sen- 
sible sur les mouvements de ces astres. La longueur de cet Ouvrage 
ne m’a pas permis d’en publier la suite dans le méme Volume. J’y 
déterminais par une premiere approximation les masses des satellites, 
laplatissement de Jupiter et tous les éléments du mouvement des 
satellites, et j’indiquais en méme temps la marche qu’il fallait suivre 
pour corriger mes premiers résultats, par des approximations succes- 
sives, et pour former des Tables des satellites aussi exactes que les 
observations le comportent. Ces résultats ont été publiés en partie 
dans la Connaissance des Temps pour 1792. M. de Lambre, a qui j’ai 
communiqué toutes mes recherches sur cet objet, a suivi la marche 
que j’avais indiquée. En discutant un tres grand nombre d’observa- 
tions d’éclipses de satellites et en les comparant 4 mes formules, il est 
parvenu 4 de nouveaux résultats beaucoup plus précis que les miens, 
et il en a tiré de nouvelles Tables plus exactes que celles dont on fai- 


(!) Voir plus haut, p. 309. 
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sait usage, et qui ont de plus l’avantage d’étre uniquement fondées 
sur la loi de la pesanteur universelle : ces Tables viennent de paraitre 
dans la troisiéme édition de l’Astronomie de M. de la Lande. Pour sentir 
toute l’étendue de ce travail, il faut considérer que les indéterminées, 
dont les observations seules peuvent fixer la valeur, sont au nombre de 
vingt-neuf, savoir : les vingt-quatre éléments des quatre orbites des 
satellites, leurs masses et l’aplatissement de Jupiter. A la vérité, les 
deux rapports que j’ai trouvés entre les époques des longitudes et les 
moyens mouvements des trois premiers satellites réduisent 4 vingt- 
deux les vingt-quatre arbitraires que donnent les éléments des orbites; 
mais il y a deux nouvelles arbitraires qui dépendent d’un mouvement 
particulier a ces trois satellites, et que j’ai nommé /ibration; en sorte 
que le nombre entier des indéterminées s’éléve toujours 4 vingt-neuf. 
Pour les déterminer par les observations, il faut revenir plusieurs fois, 
par des calculs longs et pénibles, sur la théorie de chaque satellite, 
jusqu’a ce que l’on ait trouvé les valeurs qui représentent le plus exac- 
tement les éclipses observées; et, comme ces observations sont fort 
incertaines, on doit en considérer un tres grand nombre pour faire 
disparaitre de leurs résultats moyens les erreurs dont elles sont sus- 
ceptibles. Tel est immense travail que M. de Lambre vient d’exé- 
cuter avec autant de sagacité que de patience. Mais, indépendamment 
de Vutilité de la théorie des satellites de Jupiter pour la navigation, 
cette théorie offre des résultats si curieux, et sa correspondance avec 
les observations est si parfaite, que le géometre et l’astronome sont 
par la pleinement dédommagés de leurs peines. 

Quoique les observations exactes des satellites ne remontent guére 
au dela d’un siécle, cependant les mouvements de ces astres sont si 
rapides que, dans ce court intervalle, leur systeme nous a présenté, 
relativement a leurs inégalités séculaires, les mémes phénoménes que 
le systeme planétaire ne développe que dans un grand nombre de 
siécles. 

M. de Lambre a retrouvé, par la comparaison d’un grand nombre 
d’observations et avec une précision trés remarquable, les deux théo- 
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remes auxquels la théorie m’a conduit sur les époques et sur les 
moyens mouvements des trois premiers satellites. Ces théorémes con- 
sistent : 1° en ce que le moyen mouvement du premier satellite, plus 
deux fois celui du troisieme, est exactement et constamment égal a 
trois fois celui du second; 2° en ce que la longitude moyenne du pre- 
mier satellite, moins trois fois celle du second, plus deux fois celle du 
troisiéme, est exactement et constamment égale a 180°. L’équation de 
la libration lui a paru insensible. 

Les observations des éclipses du premier satellite de Jupiter ont 
fait découvrir le mouvement successif de la lumiére. I] m’a paru que, 
en en considérant un grand nombre disposées d’une manieére ayanta- 
geuse, on devait obtenir ce mouvement avec plus de précision encore 
gue par le phénomene de l’aberration. J’avais engagé les astronomes 
a le déterminer de cette manicre; c’est ce que M. de Lambre a fait : 


WA 


il a trouvé pour l’aberration en longitude 20’4, exactement comme 
Bradley l’avait conclue des observations directes. Il en résulte que le 
mouvement de la lumiére est uniforme, au moins dans tout l’espace 
compris par l’orbe terrestre. 

M. de Lambre n’a point remarqué d’équation du centre sensible, 
propre au premier et au second satellite; l’équation du centre du troi- 
siéme se communique aux deux premiers et au quatrieme; |’équation 
du centre du quatrieme satellite se communique sensiblement aux 
trois autres, mais plus faiblement, & mesure qu ils en sont plus éloi- 
gnés. La partie de cette équation, que le troisi¢me satellite emprunte 
du quatrieme, est un peu plus petite que je ne l’avais trouvée. Elle 
est une des données les plus avantageuses que l’on puisse employer 
pour déterminer la masse du quatrieme satellite. Elle explique en 
méme temps les inégalités singuligres du mouvement du troisiéme 
satellite, que M. Wargentin a représentées empiriquement dans ses 
Tables, mais d’une maniere imparfaite, parce qu’il en ignorait les 
lois et la cause, que la théorie seule pouvait faire connaitre. 

Les mouvements des orbites des satellites offrent des phénomenes 
tres remarquables. La théorie m’a fait voir, et lobservation a con- 
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firmé, que ces orbites ne se meuvent point sur l’équateur de Jupiter, 
mais sur des plans qui, lui étant différemment inclinés, sont situés 
entre le plan de l’équateur et celui de l’orbite et passent tous par la 
commune intersection de ces deux plans. Il en résulte que les incli- 
naisons des orbites des satellites sur celle de Jupiter et les positions 
de leurs neeuds sont trés variables; mais, dans leurs mouvements 
périodiques, les orbites parviennent a une disposition telle que l’in- 
clinaison de l’orbite du quatriéme satellite change fort peu durant 
un long intervalle de temps. C’est en vertu de cette disposition des 
orbites, qui a eu lieu depuis la fin du dernier siécle jusqu’en 1760, 
que l’inclinaison de l’orbite du quatrieme satellite a paru constante 
pendant cet intervalle, tandis que ses noeuds ont eu un mouvement 
annuel direct et d’environ 4’ >. 

Les masses des satellites, que M. de Lambre a conclues de ses 
recherches, different beaucoup de celles que j’avais trouvées, ce qui 
tient principalement au mouvement de l’abside du quatriéme satel- 
lite que je supposais trop petit. Elles ont probablement encore besoin 
de quelques corrections, que de nouvelles observations et de nouveaux 
calculs feront connaitre; mais ces corrections influeront peu sur les 
inégalités des satellites. 

Enfin, en considérant l’influence de l’aplatissement de Jupiter sur 
les mouvements des neeuds et des aphélies des orbites, le rapport des 
axes de Jupiter, auquel M. de Lambre est parvenu, est celui de 4o 
a 43, ce qui se rapproche extrémement de celui de 13 a 14 que Short 
a trouvé par des mesures directes. Cet accord nous montre évidem- 
ment que l’action de Jupiter sur les satellites se compose de l’action 
de toutes ses molécules, et il fournit la preuve, peut-étre la plus déci- 
sive, de l’attraction mutuelle de toutes les parties de la matiére. La 
valeur de p —}9, que j’ai supposée, dans l’article XVIII de mes 
recherches, égale 8 0,0194222, a été trouvée par M. de Lambre égale 
a2 0,02177944. Cette valeur influe sur les inégalités des trois premiers 
satellites dépendantes de leur configuration mutuelle; les valeurs 
numériques de ces inégalités, que j’ai données dans larticle cité, 
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doivent done étre un peu changées. Il n’y a, par l'article V de mes 
recherches, que les grands termes de ces inégalités qui puissent subir 
ainsi des changements sensibles; et il résulte du méme article que’ 
les grands termes des expressions de ér et de dw doivent étre changés 
dans le rapport inverse de la valeur de 22 — 2n'—N a la valeur sup- 
posee pour cette quantité. Pareillement, les grands termes des expres- 
sions de ¢ér’ et de cu’ doivent étre changés dans le rapport inverse de 
la valeur de 2 — n'—N’ & la valeur supposée pour cette quantité; 
enfin, les grands termes des expressions de ér” et de dw” doivent étre 
changés dans le rapport inverse de n’ — n’ — N’ a la valeur supposée 
pour cette quantité. 

Quoique ces changements soient tres petits, il sera bon d’y avoir 
égard dans les nouvelles recherches que l’on voudra entreprendre 
pour perfectionner les Tables des satellites. M. de Lambre doit publier 
son travail sur cet objet, dans lequel il exposera la marche qu'il a 
suivie. Par cette raison, je me dispenserai de publier la suite que je 
me proposais de joindre & ma théorie; puisque cette suite ne renfer- 
mait que mes premiers résultats et la méthode de les perfectionner, 
l’Ouvrage de M. de Lambre la rend inutile. 


I, 


Sur les variations de l'obliquité de V’écliptique, du mouvement 


des équinoxes en longitude et de la longueur de lV année. 


On sait que l’action du Soleil et de la Lune sur le sphéroide ter- 
restre fait rétrograder les équinoxes, et que, en supposant fixe le plan 
de l’écliptique, elle conserve toujours sensiblement a l’axe de la Terre 
la méme inclinaison sur ce plan, & un mouvement pres de nutation, 
dont l’étendue est d’environ 18” ou 20’, et dont la période est la méme 
que celle du mouvement des nceuds de Vorbite lunaire. L’obliquité 
moyenne de l’écliptique sur l’équateur serait donc invariable, sans 
l’action des planétes sur la Terre, qui change 4 chaque instant la posi- 
tion de son orbite. Il en résulte dans cette obliquité une diminution 


confirmée par toutes les observations anciennes et modernes, et qu'il 
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n’est plus possible maintenant de révoquer en doute. Cette diminu- 
tion est indépendante de l’ellipticité du sphéroide terrestre; mais l’ac- 
tion du Soleil et de la Lune sur ce sphéroide, en se combinant avec les 
variations du plan de l’écliptique, doit ’altérer et en changer les lois. 
Supposons, en effet, que l’on rapporte a un plan fixe la position de 
l’orbite de la Terre et le mouvement de son axe de rotation; il est clair 
que l’action du Soleil produira dans cet axe, en vertu des change- 
ments de l’écliptique, un mouvement d’oscillation analogue & celui 
de la nutation, avec cette différence que, la période des variations du 
plan de Vorbite terrestre étant incomparablement plus longue que 
celle des variations du plan de l’orbite lunaire, l’étendue de cette 
oscillation doit étre beaucoup plus grande que celle de la nutation. 

L’action de la Lune produit dans l’axe de la Terre un mouvement 
semblable a celui que nous venons de considérer, car j’ai fait voir, 
dans nos Mémoires pour l’année 1786, page 251 ('), que l’inclinaison 
moyenne de son orbite sur celle de la Terre reste toujours la méme, et 
qu’ainsi les plans de ces deux orbites sont assujettis aux mémes varia- 
tions séculaires. L’obliquité de l’écliptique sur l’équateur doit done 
changer d’une maniere tres sensible par l’action du Soleil et de la 
Lune, combinée avec le déplacement de |’écliptique, et cette variation 
doit étre ajoutée & celle qui résulte de ce déplacement. II est d’autant 
plus essentiel d’y avoir égard, que si le mouvement des équinoxes était 
trés rapide par rapport aux variations du plan de l’orbite terrestre, 
Vinclinaison de ce plan sur l’équateur serait constante, l’action du So- 
leil et de la Lune ramenant sans cesse l’axe de rotation de la Terre a la 
méme inclinaison sur l’écliptique. 

On doit appliquer des réflexions semblables aux variations du mou- 
vement des équinoxes en longitude et de la longueur de l’année. Dans 
la recherche de tous ces phénoménes, il est nécessaire de combiner 
Paction du Soleil et de la Lune sur le sphéroide terrestre avec les 
changements de |’écliptique. 


Les résultats suivants sont le développement de cette remarque, que 


(1) Voir ci-dessus, p. 258. 


DU SYSTEME DU MONDE. 483 
jai déja indiquée dans nos Mémoires pour l’année 1786, page 251 ('). 
Pour les rendre utiles aux astronomes, j’ai eu égard a tout ce qui peut 
avoir une influence sensible sur les phénomenes dont il s’agit. En par- 
tant des valeurs les plus probables des masses des planétes, je donne 
des expressions numériques tres simples de la variation de l’écliptique 
et de l’équation de la précession des équinoxes, due aux variations du 
plan de lorbite terrestre, équation & laquelle il est indispensable 
(avoir égard lorsque l’on veut comparer les observations du Soleil 
faites par Hipparque aux observations modernes. Ces résultats font 
partie d’un Ouvrage que je me propose de publier sur |’Astronomie 
physique; mais, au lieu de rapporter analyse qui m’y a conduit, il 
sera plus simple ici d’employer les formules connues de la précession 
et de la nutation. 


If. 


Si l’on désigne par z le nombre des années juliennes écoulées depuis 
une époque donnée, telle que le commencement de 1700; par ¥ la 
quantité dont les équinoxes ont rétrogradé depuis cette époque, et par 
nt la partie moyenne de leur mouvement, nv étant, suivant les observa- 
tions, trés peu different de 50”; si l’on nomme ensuite 4 l’obliquité de 
l’écliptique sur l’équateur; 60 sa variation; c l’inclinaison moyenne de 
lorbite lunaire sur l’écliptique; 7+ A la distance moyenne du neeud 
ascendant de cette orbite a l’équinoxe du printemps; enfin, si l’on dé- 
signe par p. la masse du Soleil divisée par le cube de sa moyenne dis- 
tance a la Terre; par w’ la masse de la Lune divisée par le cube de sa 
moyenne distance a la Terre; on aura, en n’ayant égard qu’a l’action 
du Soleil et de la Lune sur la Terre, 


dv Ht CUS Oe SEN On Fi 
cP rl caererary Anleoas necos(tt + A), 
09 =— Btenss ne cos(it +A). 

aaa ony 


Ces deux formules, auxquelles M. d’Alembert est parvenu le premier, 


(1) Foi ci-dessus, p. 258. 


484 SUR QUELQUES POINTS 


sont un des résultats les plus intéressants de la théorie de la pesanteur 
universelle; elles ont généralement lieu quelle que soit la figure de la 
Terre, en la supposant méme recouverte d’un fluide d’une profondeur 
et d’une densité quelconques, ainsi que je l’ai fait voir ailleurs. 

Considérons maintenant l’écliptique en mouvement par l’action des 
planetes, et rapportons la position de I’écliptique vraie et de l’équa- 
teur a un plan fixe, par exemple a l’écliptique de 1700; 9 sera V’incli- 
naison de l’équateur sur ce plan, et ) sera la quantité dont les équi- 
noxes ont rétrogradé sur le méme plan depuis I’époque donnée. On 
sait que la tangente de l’inclinaison de l’orbite solaire sur ce plan, 
multipliée par le sinus de la distance de son noeud ascendant a l’équi- 
noxe du printemps, est exprimée par une suite de termes de la forme 
csin(i + A); nous représenterons cette suite par Xesin(izt + A), la 
caractéristique & des intégrales finies servant ici 4 désigner la somme 
des termes de la forme précédente, dont le nombre est égal a celui des 
planetes. Pareillement, la tangente de l’inclinaison de l’orbite solaire, 
multipliée par le cosinus de la distance de son neeud ascendant a l’équi- 
noxe du printemps, sera représentée par la fonction Xecos(wz + A), 
dans laquelle se change Xe sin(z + A), en augmentant dans cette der- 
niére fonction tous les angles 7 de go°. L’expression précédente de 00, 
due 4 un terme semblable que produit la variation du plan de l’orbite 
lunaire, donnera donc pour la variation de 9, qui résulte de l’action du 
Soleil combinée avec le déplacement de l’écliptique, 


0g = — rent » “= cos(it- +A), 


La formule Zesin(v + A) représente encore la tangente de l’incli- 
naison moyenne de l’orbite lunaire sur le plan fixe, multipliée par le 
sinus de la distance de son noeud ascendant a l’équinoxe, en y ajou- 
tant le terme de la forme csin(¢¢ + A) di au mouvement propre des 
noeuds de lorbite lunaire. [Voir les Mémoures de lV’ Académie pour 
année 1786, page 251 (').] Nous ferons ici abstraction de ce dernier 


(1) Voir ci-dessus, p. 258. 
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terme d’ou résulte la nutation. On aura done, par l’action de la Lune, 


66 = — ae a7 cOstit + A)s 


ainsi, par les actions réunies du Soleil et de la Lune, on aura 
& ne ; 
w=) cos(it + A). 


Pour avoir la variation de l’inclinaison de l’équateur sur l’écliptique 
vraie, il faut ajouter a cette valeur de 69 la variation qui résulte du 
déplacement seul de l’écliptique, et qui est égale & Lecos(it +A), 
comme il est facile de s’en assurer. En désignant done par 60’ l’accrois- 
sement de l’obliquité de l’écliptique vraie, on aura 


=D (1— se cos(té+ A). 


_Considérons maintenant le mouvement des équinoxes; on aura, en 
vertu des actions du Soleil et de la Lune combinées avec le déplace- 
ment de l’écliptique, 


dy (cos?6 — sin?@) 
ys 


<= - Xnecos(té+A). 
dt sin§ cos@ ( ) 


La quantité n est proportionnelle au cosinus de l’obliquité du plan 
fixe sur l’équateur; elle est par conséquent de cette forme Kcos9, ce 


qui donne 
n=n(1—d@ tangé), 


n et 0 étant constants dans le second membre de cette équation. L’ex- 


pression précédente de = deviendra ainsi, en substituant pour ¢4 sa 


ne : , . 9 
valeur —> — cos (it + A) et en négligeant les termes de l’ordre ec’, 


day n x : : 
pea +> IG —1) tang? + cos | ne cos(it + A); 
ce qui donne, en intégrant, 


bont+ const. + (4 —1) tang @ + cos6 | sin(éé+ A). 
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Ainsi la variation de l’angle | ou du mouvement des équinoxes, varia- 


: hgh iN) _ 
tion que nous désignerons par ov, est 
7 me. . 
ow = (3 —:) tang? + cos | — sin (ut +A). 
: U 


Pour avoir la variation de cet angle relativement a l’écliptique 
vraic, il faut retrancher de éf la variation du mouvement des équi- 
noxes en longitude due au seul déplacement de l’écliptique, et qui 
est égale & XecotO sin(z + A). En nommant donc oy’ la variation du 
mouvement rétrograde des équinoxes par rapport a l’écliptique vraie, 
on aura 


sy (1+ “tang*6) (5 —1)e cot? sin(7t +A). 


Il est facile de conclure de cette formule la variation de l’année 


é é SG dow! 
tropique, car on aura son accroissement en multipliant — ire par 


1) ou par 86 4008 de temps, et en le divisant par 59’8”,3, mouvement 


journalier du Soleil, ce qui revient &.réduire en secondes les coeffi- 
doy! 


cients des sinus et des cosinus de — a 


et & les multiplier par 
24,3497. 
LY. 


On peut observer sur les valeurs précédentes de 30’ et de oy’ qu’elles 
seraient nulles a tres peu pres, si z était peu différent de n; ce cas 
aurait lieu si le mouvement des équinoxes était trés rapide relative- 
ment a celui du plan de l’orbite de la Terre, car alors les angles 
(n —1)t, dont ce dernier mouvement dépend, seraient trés petits par 
rapport a rd. 

Si l’on choisit pour plan fixe celui de l’écliptique & une époque 
donnée, et que l’on fixe l’origine de ¢ 4 cette époque, la tangente de 
linclinaison de l’orbite terrestre sur le plan fixe sera nulle avec ¢. Or 
le carré de cette tangente est 


[Xe cos(i¢+ A)}?+ [Xe sin( ct + A)]?; 
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on aura donc, & l’époque donnée, 
Ze Silla 0, mie COS =O: 


Ainsi, en réduisant l’expression de 20’ dans une suite ordonnée par 
rapport aux puissances de ¢ et en ne conservant que la premiere puis- 
sance, on aura 

'=—> =e cosA — XcitsinA. 


La variation de lobliquité de l’écliptique sera donc & cette époque 
égale & — Lew sinA, et par conséquent elle sera laméme qui résulte 
du seul déplacement de l’écliptique. 

La fonction Xesin(z+ A) dépend des masses des plandtes, et, 
comme plusieurs de ces masses sont encore inconnues, cette fonction’ 
n’a pu étre jusquici exactement déterminée. M. de la Grange l’a cal- 
culée dans deux hypotheses différentes sur ces masses. (Voir les Me- 
motres de l Academie pour Vannée 1774, et les Mémoires de Berlin pour 
l'année 1782.) Si l’on fait usage de la derniere de ces déterminations, 
on trouve que la variation de l’inclinaison de l’écliptique vraie sur 
l’écliptique fixe de 1700, variation dont les limites sont + 5°23’, pro- 
duit dans l’obliquité de l’écliptique vraie sur l’équateur une variation 
dont les limites sont + 1°21'28”’,5; en sorte que l’action du Soleil et 
de la Lune sur le sphéroide terrestre réduit au quart l’étendue des 
variations de l’obliquité de l’écliptique qui auraient lieu si la Terre 
était une sphere. 

Pareillement les limites + 2™175,7, que M. de la Grange assigne aux 
variations de la longueur de l'année, se trouvent réduites par nos for- 
mules a celles-ci + 51°,9; d’ot l’on voit la nécessité d’avoir égard aux 


considérations précédentes. 
Ys 
L’incertitude ot l’on est encore sur les masses de plusieurs pla- 


netes ne permet pas d’avoir exactement les fonctions Xe sin(wzt + A) 
et Lecos(w + A). On en déterminera facilement, par la méthode sut- 
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vante, des valeurs approchées gui pourront s’étendre a toutes les ob- 
servations anciennes, et qu’il sera aisé de rectifier, a mesure que les 
phénomenes célestes feront mieux connaitre les masses des planetes ; 
car, jusqu’’ ce que ces masses soient connues avec beaucoup de préci- 
sion, il sera inutile de calculer par des formules rigoureuses les fonc- 
tions dont il s’agit. . 

Soit o Pinclinaison de lorbite terrestre sur un plan fixe, que nous 
supposerons étre celui de l’écliptique 4 ’époque ot ¢ = 0. Supposons 
que ¢ soit le nombre des années juliennes écoulées depuis cette 
¢pogue; soit ¢ la distance du noeud ascendant de cette orbite a un 


point fixe pris sur ce plan. Si l’on fait 

pa=tango sing, g = tang cos¢, 
on déterminera, par les formules connues, les valeurs de = et de 8 
lorsque ¢ =o. Soient a et 6 ces valeurs; on déterminera de la méme 
maniere les valeurs de fe evde ae apres le nombre T d’années écou- 


lées depuis la premiére époque. Soient a’ et 0’ ces valeurs. Cela posé, 


on fera 
p—A'singt + B’(1—cosg’?), 
q=B’'sing't— A'(1— cosge); 
on aura 


A’ e=a, Bi 2/6, 
It T ornl chs EY ! 
A'g cosg T+ B’g'sing’T=a’, 


B's'cosg'T— A’g sing T= 8’. 


Si T est tel que les angles gT et g’T soient peu considérables, ce 
qui aura toujours lieu lorsque T n’excédera pas 1000 ou 1200, on 
pourra supposer ces angles égaux a leurs sinus et leurs cosinus égaux 


a Punité, ce qui donne 


Aig +Bie?T=a', Bel’ Alg?T=HU; 


les quantités négligées ne seront que de l’ordre g*T?, et par consé- 
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quent insensibles; on aura done 


b— b' , a—a 

S eiacilalina wifaniiablli 
ay 6°T 

| pee fees A 
ayaa dice ire 


Maintenant, né étant le mouvement rétrograde des équinoxes depuis 
lorigine de z, si lon suppose ¢ nul a cette origine, la tangente de I’in- 
clinaison de l’orbite terrestre, multipliée par le sinus de la longitude 
de son neeud ascendant, sera tango sin(€ + nt) ou pcosnt + gsinnt; 
ce sera, par conséquent, la valeur de la fonction Xe sin(z + A), ce qui 
donne 


Zesin(7t+ A) =— A’sinnt + B'cosnt+ A'sin(n + g)t— B’cos(n+ g")t. 
On aura pareillement 
Zc cos(it + A) = tangg cos(¢ + nt) —qcosnt — psinnt, 
d’ot l’on tire 
2c cos(ié + A) =— A’cosnt — B'sinnt+ A’cos(n + g)t+B'sin(n+ g')¢; 


en sorte que la fonction Xe sin(z + A) se change en Xecos(u +A), 
en augmentant les angles z de go°, comme cela doit étre. 


Ve 


Pour appliquer des nombres a ces formules, nous commencerons 
par déterminer les masses des planétes. Le moyen le plus précis 
d’avoir celle de la Terre est de faire usage de la longueur observée du 
pendule a secondes; et il est facile de s’assurer que, si l’on.nomme m 
la masse de la Terre, celle du Soleil étant prise pour unité; p. le rap- 
port de la longueur du pendule a secondes au rayon terrestre; = la pa- 
rallaxe du Soleil, et T le temps de sa révolution sidérale exprimé en 
secondes; on a, en supposant la Terre sphérique, 


= 2ajn3 
m4 7? sin? r, 


Les valeurs de u. et de = ne sont pas les mémes sur toute la surface 


OEuvres de L.— XI. 62 
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de la Terre, et, quoique leurs variations soient peu consideérables, il 
est cependant utile d’y avoir égard. Or il résulte des recherches que 
j'ai données dans nos Mémoires de 1782 et 1783 (‘) sur la figure des pla- 
nétes et de la Terre, que, sous le parallele dont le sinus de latitude est 
/£, la quantité +y.T? sin*z est égale a la masse de la Terre, multipliée 
par Punité, moins le rapport de la force centrifuge a la pesanteur a 
l’équateur; en sorte que, pour avoir cette masse, il suffit de diviser la 
quantité précédente par ce multiplicateur. En supposant donc les deux 
axes de la Terre dans le rapport de 1 4 1,003111, rapport qui répond 
bien a tous les phénoménes; en supposant ensuite, comme M. du Sé- 
jour l’a trouvé par l’ensemble des observations des deux passages de 
Vénus sur le disque du Soleil, que la parallaxe horizontale polaire du 
Soleil dans les moyennes distances est 8”’,8128, je trouve le loga- 
rithme de la masse de la Terre égal 4 4,4837748, et par conséquent 
cette masse égale 4 5545- 

Le logarithme de la masse de Vénus qui m’a paru le mieux répondre 
a tous les phénoménes sur lesquels cette planete a de l’influence est 
4,4166456. 

Suivant les observations de M. Herschel, la révolution synodique du 
second satellite de la nouvelle planéte est de r3!115™15,5, et sa plus 
grande élongation, vue ala moyenne distance de la planete au Soleil, 
est de 44”,23. En supposant donc cette moyenne distance égale a 
19,182558, je trouve le logarithme de la masse de la nang planeéte 
égal a 5,7099085, et par conséquent cette masse égale 4 = 45. 

Quant aux masses des autres planétes, j’ai adopté les déterminations 
que M. de la Grange en a données dans les Mémoires de Berlin pour 


Pannée 1782, et suivant lesquelles on a 


log de la masse de Mercure............ 3 ,6934015 
log de la masse de Mars..............- 37337488 
log de la masse de Jupiter............. 6,9717561 
log de la masse de Saturne............ 6, 4738674 


sur quoi l’on peut observer que ces deux derniers logarithmes sont les 


(1) OEuvres de Laplace, T. X et XI. 
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seuls auxquels on doive avoir confiance; mais heureusement les masses 
des autres planétes ont trés peu d’influence. 

Cela posé, j’ai trouvé pour le commencement de 1700, et en prenant 
pour plan fixe celui de l’écliptique 4 cette époque, ot je fixerai l’ori- 
gine de ¢, 


Ge 8 YOS0500, b =— 0", 5000. 
En faisant ensuite T = — 1000, j’ai trouvé 
@'— &@=—0',0420>0, 


b'— b=-- 0",01265, 
d’ot j’ai conclu 
£ a—  32",4814, Bee 17”, 4088, 
A TOW TO), Biss 39286 87% 


et par conséquent, la précession moyenne des équinoxes dans ce siécle 


étant de 50” par année, ona 


2c sin(i¢é +A) = 510,15 sin (50", 2524) + 5924",17 cos (50", 25 ¢) 

— 510,15 sin(17”, 7686 ¢) — 5924",17 cos(32",8412¢), 
Xe cos(it + A) =— 5924",17 sin(50", 25¢) + 510,15 cos(50", 252) 

+ 5924",17 sin(32",8412¢) — 510”,15 cos(17", 76862); 


ces valeurs donnent 


Oe! = 932",56 cos(17", 7686) — 3140", 34 sin(32",8412¢), 
dU’ = — 3292", 28 sin(17”, 76862) — 9315", 65 cos(32",84122¢), 


d’ou l’on tire, pour le mouvement rétrograde Y’ des équinoxes depuis 
1700, 

v' = 50", 53353 ¢ — 3292”, 28 sin(17”, 76862) + 9315",65[1 — cos(32",8412¢)]. 
En en retranchant 50’, 252, on aura léquation séculaire du Soleil rela- 


tivement aux équinoxes, et l’on trouvera l’accroissement de l’année 


égal a 
— 36",114 sin(32",8412¢) — 6", go3q [1 — cos(17", 76862) |; 


en sorte qu’au temps d’Hipparque l’année était plus longue d’environ 
10” + qu’aujourd’hui. 
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Vil. 


Les astronomes rapportent les catalogues d’étoiles a une époque dif- 
férente de celle de leur formation, en tenant compte des mouvements 
des étoiles en ascension droite et en déclinaison, dus 4 la précession 
des équinoxes. La précision des observations modernes exige une 
grande exactitude dans cette réduction; c’est quoi l’on peut parvenir 
au moyen des formules précédentes. Pour cela, soient « l’ascension 
droite d’une étoile et y sa déclinaison boréale; soient de et dy les varia- 
tions annuelles de ces angles; soient dy et d0 les variations annuelles 
de J et de 9. On trouvera facilement, par les formules différentielles 
de la Trigonométrie sphérique, 


dy = dv sin@ cose + do sine, 


Ziccos(i + A) 


de = dv cos@ + dsin# tangy sine — dé tangy cose — sind 


La valeur de d) se déduit du mouvement annuel des équinoxes par 
rapport a l’écliptique vraie, que nous désignerons par dv’, au moyen 


de Péquation 
dic cos(tt + A) 
tang d 


dl = dy'4 
Mais on a, par l’article précédent, dans ce siecle ot ¢ = 0, 
Zic cos(it + A) = 0", 080333; 


on a ensuite 
d¥=— SnesinA =e; 


enfin les observations donnent 


dl! — 50", 25. 


On aura done 
dl = 50", 4349, 


dy = 50", 4349 sin@ cose, 


de = dy cos# + dpsiné tangy sine = 0", 2016, 


équations dans lesquelles on pourra prendre pour 9, y et « leurs va- 
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leurs a ’époque de la formation des catalogues, ou, plus exactement, 
a l’époque moyenne entre celle de leur formation et celle de leur ré- 
duction. Ces équations supposent que la valeur 50”; de la précession 
annuelle est exacte; elles supposent encore la variation séculaire de 
Vobliquité de écliptique égale 4 50”. Ces deux suppositions ont peut- 
étre besoin de quelques corrections; mais, dans l'état actuel de l’As- 
tronomie, les équations précédentes me paraissent les plus précises 
dont on puisse faire usage. 


VIII. 


Sur les degreés mesures des méridiens et sur les longueurs observees 


du pendule. 


Je me propose ici de discuter les mesures des degrés des méridiens 
et de la longueur du pendule a secondes, et d’examiner si l’on peut, sans 
faire trop de violence aux observations, concilier ces mesures avec une 
figure elliptique. Je considere d’abord les degrés des méridiens. Si, 
par l’axe de rotation de la Terre et par le zénith d’un lieu de sa sur- 
face, on imagine un plan prolongé jusqu’au ciel, ce plan y tracera la 
circonférence d’un grand cercle qui sera le méridien de ce lieu. Tous 
les points de la surface de la Terre qui auront leur zénith sur cette cir- 
conférence seront sous le méme méridien céleste, et ils formeront sur 
cette surface une courbe qui sera le méridien terrestre correspondant. 

Pour déterminer cette courbe, représentons par 2 = o l’équation de 
la surface de la Terre, u étant une fonction des trois coordonnées or- 
thogonales x, y, s. Soient 2’, y’, 2’ les trois coordonnées de la verticale 
qui passe par un lieu de la surface de la Terre déterminé par les coor- 
données x, y, 3; on aura, par la théorie des surfaces courbes, les deux 
équations suivantes, 


On i OP yy 
Aye dy —_ ay ax = 0), 
Op 1 OR yy 
7 iad il le 


en ajoutant la premiere, multipliée par une indéterminée A, a la se- 
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conde; on en tirera 


Cette équation est celle d’un plan quelconque paralléle a la verticale 
dont nous venons de parler; cette verticale, prolongée a l’infini, se 
réunissant au méridien céleste, tandis que son pied n’est éloigné que 
dune quantité finie du plan de ce méridien, peut étre censée parallele 
a ce plan; l’équation différentielle de ce plan peut donc coincider avec 
la précédente. Soit 

ds'=adz'+ bdy' 
cette équation; en la comparant a la précédente, on en tirera 


Op. Op: onl Omra- 
2) gig a are 


Pour avoir les constantes a et 6, on supposera connues les coordon- 
nées de l’extrémité de l’axe de rotation de la Terre et celles d’un lieu 
donné de sa surface. En substituant ces coordonnées dans l’équation 
précéedente, on aura deux équations au moyen desquelles on détermi- 
nera a et b. 

"equation (a), combinée avec l’équation % = o de la surface, don- 
nera la courbe du méridien terrestre qui passe par le lieu donné. Cette 
courbe ne se confond avec l’intersection de la surface par le plan du 
méridien céleste, que dans le cas ou la Terre est un solide de révolu- 
tion. Si la Terre est un ellipsoide quelconque, » sera une fonction 
rationnelle et entiére du second degré en x, y, 3; l’équation (a) sera 
donc alors celle d’un plan dont l’intersection avec la surface de la Terre 
formera le méridien terrestre; dans les autres cas, ce méridien est une 
ligne a double courbure. Mais, si l’on regarde comme une quantité 
tres petite du premier ordre la différence de la figure de la Terre a celle 
d’une sphere, il est aisé de voir que l’on pourra, aux quantités pres du 
second ordre, supposer la longueur du méridien terrestre égale a celle 
de la courbe formée par l’intersection de la surface terrestre avec le 


plan du méridien céleste. 
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Les mesures géodésiques donnent la ligne la plus courte tracée entre 
deux points situés sous le méme méridien, et cette ligne n’est point 
celle du méridien terrestre; mais on peut encore s’assurer facilement 
que la longueur de l’arc du méridien est, aux quantités pres du second 
ordre, la méme que celle de la ligne la plus courte menée entre les 
deux extrémités de cet arc. 

Si on nomme ds l’élément de la courbe du méridien terrestre et 7 
son rayon osculateur, on aura 


ds? 
= -- - —- 
V(a?a)? + (ad? y)? + (d?z)? — (d*s)? 


Kn prenant pour le plan des x et des y le plan méme du méridien 
céleste, = sera une quantité trés petite du premier ordre, puisqu’elle 
serait nulle, si la Terre était une sphere. On aura donc, en négligeant 
les quantités du second ordre, 

ds =\/dx? + dy’*, 
ERS, ds? R 
Vida k+ (Py P—(as) 


le rayon osculateur du méridien terrestre peut donc étre supposé le 
méme que celui de la courbe formée par l’intersection de la surface 
de la Terre et du méridien céleste. 

Le plan ‘mené par la verticale, parallélement au plan du méridien 
céleste, se confond avec lui, lorsque la Terre est un solide de révolu- 
tion; dans les autres cas, ces deux plans s’écartent l'un de l'autre. 
Leur distance mutuelle est insensible relativement aux étoiles; mais 
elle peut étre sensible pour la Lune. Des observations multipliées 
d’éclipses de Soleil et d’occultations d’étoiles, faites sous des longi- 
tudes tres différentes, peuvent nous éclairer sur cet objet. 


IX. 


On a déja mesuré un assez grand nombre de degrés des méridiens; 
ces mesures ont été combinées de beaucoup de mani¢res pour en 
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déduire la figure elliptique qui s’accorde le mieux avec elles, car, la 
Terre n’étant pas sphérique, cette figure est‘la plus simple qu’on 
puisse lui supposer; d’ailleurs, elle résulte de la pesanteur univer- 
selle si cette planete a été primitivement fluide et si, en se durcis- 
sant, elle a conservé sa figure d’équilibre. Mais les combinaisons 
des mesures des degrés ont donné pour la figure des méridiens des 
ellipses qui s’éloignent trop des observations pour pouvoir étre 
admises; d’ot l’on a conclu que la figure de la Terre s’éloignait 
sensiblement de celle d’un ellipsoide de révolution. Cependant, avant 
que de renoncer entierement a la figure elliptique, il faut déterminer 
celle dans laquelle le plus grand écart des degrés mesurés est plus 
petit que dans toute autre figure elliptique et voir si cet écart est 
dans les limites des erreurs des observations. J’ai donné dans nos 
Mémoires de 1783 (') une méthode pour résoudre ce probleme et je l’ai 
appliquée aux quatre mesures des degrés du Nord, de France, du cap 
de Bonne-Espérance et du Pérou; mais cette méthode devient tres 
pénible lorsque l’on considére a la fois un grand nombre de degrés. 
La méthode suivante est beaucoup plus simple. 

Soient a, a,, @,, a;,... les degrés du méridien; soient p, P,, Po, --- 
les carrés des sinus des latitudes correspondantes; supposons que, 
dans l’ellipse cherchée, le degré du méridien soit représenté géné- 
ralement par s-++ py. En nommant x, x,, %, x, ... les erreurs des 
observations, on aura les équations suivantes, dans lesquelles nous 
supposerons que Pp, P,, Ps, ... forment une progression croissante 


C— 2 Ve a, 7 


a,—-S5—PpyyvyrHr, 


(A) 


(1) For, plus haut, p. 3. 
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Cela posé, concevons que «; soit, abstraction faite du signe, la plus 
grande des erreurs 2, x,, .... observe d’abord qu’il doit exister une 
autre erreur xy égale et de signe contraire a x;; autrement on pour- 
rait, en faisant varier s conyenablement dans |’équation 


Gio Piya, 


diminuer |’erreur x, en lui conservant la propriété d’étre Verreur 
extréme, ce qui est contre ’hypothese. J’observe ensuite que x; et 
ax, étant les deux erreurs extrémes, lune positive, l’autre négative, 
et qui doivent étre égales, par ce que l’on vient de dire, il doit exister 
une troisiéme erreur x égale, abstraction faite du signe, 4 x;. En 
effet, si l’on retranche l’équation correspondante a a; de l’équation 
correspondante a x, on aura 


Qe Oy (pi— pijly = Lj — Lie 


Le second membre de cette équation est, abstraction faite du signe, la 
somme des erreurs extrémes, et il est clair que, en faisant varier con- 
venablement y, on peut la diminuer en lui conservant la propriété 
d’étre la plus grande de toutes les sommes que l’on peut obtenir par 
addition ou par la soustraction des erreurs x, @,, Xg, ..., pourvu 
cependant qu’il n’y ait point une troisiéme erreur x, égale, abstrac- 
tion faite du signe, & a; : or, la somme des erreurs extrémes étant 
diminuée, et ces erreurs étant rendues égales au moyen de la valeur z, 
chacune de ces erreurs est diminuée, ce qui est contre Vhypothése. Il 
existe donc trois erreurs x;, xy, xy égales entre elles, abstraction faite 
du signe, et dont lune a un signe contraire a celui des deux autres. 

Supposons que ce soit z,; alors le nombre v’ tombera entre les deux 
nombres z et z’. Pour le faire voir, imaginons que cela ne soit pas et 
que v’ tombe en deca ou au dela des nombres 7 et 2”; en retranchant 
’équation correspondante & 7’ successivement des deux équations 
correspondantes 47 et av’, on aura 


Ay — Ay (Pi — Pr )Y SLi — Ly, 
Ayn — Ay — (Py — Pr) Y = Livr— X%. 


OEuvres de L. — XI. 63 
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Les seconds membres de ces équations sont égaux et de méme 
signe; ils sont encore, abstraction faite du signe, la somme des 
erreurs extrémes : or il est clair que, faisant varier convenable- 
ment y, on peut diminuer chacune de ces sommes, puisque le coef- 
ficient de y est dusméme signe dans les deux premiers membres; on 
peut donc alors diminuer chacune des erreurs extrémes, ce qui est 
contre ’hypothése; ainsi le nombre ¢’ doit tomber entre Jes nombres 7 
pute 

Déterminons maintenant lesquelles des erreurs x, x,, a, ... sont 
les erreurs extrémes. Pour cela, on retranchera la premiére des équa- 
tions (A) successivement des suivantes, et l’on aura cette suite 


d’équations 
| ii a0 ATO ye) WF eae eT 


aa i Se Lea IE 
(B) 9 (Pa— Pp.) 7 


Supposons y infini; les premiers membres de ces équations seront 
négatifs, et alors la valeur de x sera plus grande que x, 2, .... En 
diminuant continuellement y, on arrivera enfin & une valeur qui 
rendra positif l’un de ces premiers membres; mais, avant que d’ar- 
river a cet état, il deviendra nul. Pour connaitre celui de ces mem- 
bres qui, le premier, devient égal & zéro, on formera les quantités 


"2, ayg— a Az — a 


Pi Pee) «ee 


4 


Nommons la plus grande de ces quantités et supposons qu’elle soit 


S’il y a plusieurs valeurs égales a 8, nous considérerons celle qui cor- 
respond au nombre r le plus grand. En substituant 8 pour y, dans la 
rieme des équations (B), w, sera égal a x, et, en diminuant y, il l’em- 
portera sur z, le premier membre de la r*™° équation devenant alors 
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positif. Par les diminutions successives de y, il croitra plus rapide- 
ment que les premiers membres des équations qui le précédent, 
puisque son coefficient de — y est plus considérable; ainsi ce membre 
devenant nul lorsque les précédents sont encore négatifs, il est visible 
que, dans les diminutions successives de y, il sera toujours plus grand 
qu’eux, ce qui prouve que x, sera constamment plus grand que x, x,, 
L,...,2,_, lorsque y sera moindre que 8. Les premiers membres des 
equations qui suivent la ri*™¢ seront d’abord négatifs, et tant que cela 
aura lieu, 2,,,, 19, ... seront moindres que x, et par conséquent 
moindres que «x,, Ainsi a, sera la plus grande de toutes les erreurs x, 
XL, ..., L, lorsque y, en diminuant, sera moindre que 6; mais, en 
continuant de diminuer y, on parviendra a une valeur de y telle que 
quelques-unes des erreurs &,,,, @,9, ... commenceront a l’emporter 
Sur 2, 

Pour déterminer cette valeur de y, on retranchera la (r +- 1)*™? des 


équations (A) successivement des suivantes, et l’on aura 


App y— Ap — (Proim Pr) ¥ = Lr Lys 


Sip a) wile eae © 0) 909» 6.9 ole. 416) m9) 8 6 In (ehig, 0:19 (wl 6, @\ 1'@ ee, 


On formera les quantités 


Aps4—— Ap Ay+a— Ay 


5) ) 
Pr+i— Pr Pr+2— Pr 


Nommons §, la plus grande de ces quantités, et supposons qu'elle soit 


Si plusieurs de ces quantités sont égales & 8,, nous supposerons que 
r’ est le plus grand des nombres auxquels elles répondent. Cela pose, 
x, sera la plus grande des erreurs x, 2, ..., Y, tant que y sera com- 
pris entre 8 et 6,; mais, lorsque, en diminuant y, on sera arrivé a B,, 


alors a, commencera a l’emporter sur «, et & devenir la plus grande 
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des erreurs. Pour déterminer dans quelles limites, on formera les 


quantités 
Apa4— Ay Aptana ay’ 


) ? 
Pr+4i— Pr Pr+2— Pr 


Soit 8, la plus grande de ces quantités, et supposons qu’elle soit 


Ayn — Ay 
; 


P ‘i Pr 


Si plusieurs de ces quantités sont égales 4 8,, nous supposerons que 

r’ est le plus grand des nombres auxquels elles répondent. 2, sera la 
+ ° 98 

plus grande de toutes les erreurs, depuis y= 6, jusqu’a y = 8). 

Lorsque y = 8,, alors x, commence & étre cette plus grande erreur. 

En continuant ainsi, on formera les deux suites 


Vy Kyy Ly'y Lypty wevy Lng 
(C) 
WD, 6, by Bs, sey Bas — 0. 
La premiere indique les erreurs x, w,, £,, 2”, ... qui deviennent les 


plus grandes; la seconde suite, formée de quantités décroissantes, 
indique les limites de y entre lesquelles ces erreurs sont les plus 
grandes; ainsi x est la plus grande erreur depuis y =o jusqu’a 
y =8; a, est la plus grande erreur depuis y= 8 jusqu’a y =8,; 
x, est la plus grande erreur depuis y = 8, jusqu’a y = 8; ainsi de 
suite. 

Reprenons maintenant les équations (B), et supposons y négatif et 
infini; les premiers membres de ces équations seront positifs; a sera 
done alors la plus petite des erreurs x, x,, .... En augmentant conti- 
nuellement y, quelques-uns de ces membres deviendront négatifs et 
alors x cessera d’étre la plus petite des erreurs. Si l’on applique ici le 
raisonnement que nous venons de faire pour le cas des plus grandes 
erreurs, on verra que, si l’on nomme A la plus petite des quantités 


a,;— a ay —@ a3—a 


Ppa P2—P pean 
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et si l’on suppose qu'elle soit 

as— a 

SSeS Ar7, 

Pexa p 
s étant le plus grand des nombres auxquels répond A si plusieurs de 
ces quantités sont égales 4 A, x sera la plus petite de toutes les erreurs 
depuis y = —oojusqu’a y =A. Pareillement, si l’on nomme A, la plus 
petite des quantités 


As44— as As4+9— As 
’ ’ 
Psti— Ps  Pst+2—Ps 


et que l’on suppose qu’elle soit 

Ce 

Ps—Ps 
s’ étant le plus grand des nombres auxquels répond A, si plusieurs de 
ces quantités sont égales a A,, x sera la plus petite de toutes les erreurs 
depuis y =A jusqu’a y =A,, et ainsi de suite. On formera de cette 
maniére les deux suites 


(D) a, Es BLS Uo Gees ae 
BaNOy SAS INERT ORSAR TIN Coes! wag TOS 

La premitre indique les erreurs x, 2,, vy, ... qui sont successivement 
les plus petites a mesure que l’on augmente y; la seconde suite, formée 
des termes croissants, indigue les limites des valeurs de y entre les- 
quelles chacune de ces erreurs est la plus petite; ainsi x est la plus 
petite des erreurs depuis y = — co jusqu’a y = A; a, est la plus petite 
erreur depuis y = A jusqu’a y = A,, et ainsi de suite du reste. 

Cela posé, la valeur de y qui appartient 4 l’ellipse cherchée sera 
l'une des quantités 6, B,, B,,..., A, Ay, As, .... Elle sera dans la pre- 
miére suite si les deux erreurs extrémes de méme signe sont posi- 
tives; en effet, ces deux erreurs étant alors les plus grandes, elles 
sont alors dans la suite x, 2,, x, ...; et, puisqu’une méme valeur 
de y les rend égales, elles doivent étre consécutives, et la valeur de y 
qui leur convient ne peut étre qu'une des quantités 8, 8,,..., puisque 
deux de ces erreurs ne peuvent étre 4 la fois rendues égales, et les 
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plus grandes, que par l’une de ces quantités. Voici maintenant de 
quelle maniére on déterminera celle des quantités 8, B,,... qui doit 
étre prise pour y. 

Concevons, par exemple, que (, soit cette valeur; il doit alors se 
trouver, par ce qui précede, entre x, et x,, une erreur qui sera le 
minimum de toutes les erreurs, puisque x, et x, seront les maxima 
de ces erreurs. Ainsi, dans la suite x, a,,..., quelqu’un des nombres s, 
s, ... sera compris entre ret’. Supposons que ce soit s. Pour que a, 
soit la plus petite des erreurs, la valeur de y doit étre comprise depuis 
A jusqu’a A,. Donec, si 8, est compris entre ces limites, il sera la valeur 
cherchée de y, et il sera inutile d’en chercher d’autres. En effet, sup- 
posons que l’on retranche celle des équations (A) qui répond a a, 
successivement des deux équations qui répondent a x, et a z,, on 
aura 

dy — As— (Py — Ps) ¥V = Lp — “5, 


Ay — As— (Py — Ps) ¥ = Lp — Xz. 


Tous les membres de ces équations étant positifs, en supposant 
y =6§,, il est clair que, si l’on augmente y, la quantité x, — a, aug- 
mentera; la différence des erreurs extrémes en sera donc augmentée. 
Si ’on diminue au contraire y, la quantité x, — x, en sera augmentée 
et par conséquent aussi la différence des erreurs extrémes. La valeur 
cherchée de y ne peut donc pas étre plus grande ou plus petite que 8,; 
ainsi elle est égale a §,. 

On essayera de cette maniére les valeurs de 6, 8,, B., ..., ce qui se 
fera trés aisément par leur inspection seule; et, si l’on arrive A une 
valeur qui remplisse les conditions précédentes, on sera str d’avoir 
la valeur de y. 

Si aucune des valeurs de 6 ne remplit ces conditions, alors la valeur 
de y sera quelqu’un des termes de la suite A, A,, Ay, .... Concevons, 
par exemple, que ce soit A,. Les deux erreurs x, et x, seront alors 
négatives et il y aura, par ce qui précede, une erreur intermédiaire 
qui sera un maximum et qui tombera par conséquent dans la suite 
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XL, Lp,» Uy, .... Supposons que ce soit x,, r étant alors nécessaire- 
ment compris entre s et s’; A, devra done étre compris entre et ,. 
Si cela est, ce sera une preuve que y est égal & A,. On essayera donc 
ainsi tous les termes de la suite A, A,, A, .-., jusqu’a ce que l’on 
arrive 4 un terme qui remplisse les conditions précédentes; ce terme 
sera la valeur cherchée de y. 

Lorsque l’on aura ainsi déterminé la valeur de y, on aura facilement 
celle de z. Pour cela, supposons que 6, soit la valeur de y et que les 
trois erreurs extrémes soient z,, x, et a,, on aura 


L.—— Ly 
et, par conséquent, 
Gp 5 Py = iy, 
Ce oy = py 
d’oti l’on tire 


dy + As Pr+Ps 


2 2 5 


cA 
a 


on aura ensuite la plus grande erreur x,, au moyen de l’équation 


Ap— As ‘Ps— Pr 
to 4 : = : 5 . 


X. 


Appliquons la méthode précédente aux degrés déja mesurés. Je 
réduis ces degrés aux suivants, savoir : 

1° Le degré du Pérou, a zéro de latitude, et que M. Bouguer a 
trouvé de 56 753 toises. 

2° Le degré du cap de Bonne-Espérance, par 33°18’ de latitude aus- 
trale, et que M. l’abbé de la Caille a trouvé de 57 037 toises. 

3° Le degré de Pensylvanie, par 39°12’ de latitude, mesuré par 
MM. Mason et Dixon, et que M. Maskelyne a fixé, d’apres ces mesures, 
a 56 888 toises. 

4° Le degré de Rome, par 43°1’ de latitude, que les PP. Boscovich 
et Le Maire ont trouvé de 56979 toises. 
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5° Le degré de France, par 45°43’ de latitude, que M. l’abbé de la 
Caille, dans nos Mémoires de 1758, a fixé 4 57 034 toises. 

6° Le degré de Vienne, par 48°43’ de latitude, et que le P. Lies- 
ganig a trouvé de 57 086 toises. ‘ 

5° Le degré de Paris, de 49°23’ de latitude, et que, apres plusieurs 
vérifications, on a fixé enfin a 57 0747, 5. 

8° Le degré de Hollande, par 52°41’ de latitude, mesuré primitive- 
ment par Snellius, et ensuite rectifié par MM. de Cassini, qui l’ont 
fixé 2 57145 toises. La grandeur de ce degré vient d’étre confirmée 
par les nouvelles mesures que l’on a faites en Angleterre, et avec les- 
quelles elle est a fort peu pres d’accord. 

9° Le degré de Laponie, que je fixe & 57405 toises, M. de Mauper- 
tuis l’a trouvé de 57 438 toises; mais il faut en retrancher 16 toises, 
a cause de la réfraction qu’il avait négligée. J’en retranche encore 
17 toises, en prenant un milieu entre les résultats des douze suites de 
triangles, d’ot l’on peut conclure la grandeur de ce degré, ce qui la 
réduit a 57 4o5 toises. 

On pourrait joindre & ces degrés tous ceux que l’on a mesurés 
depuis Dunkerque jusqu’a Perpignan; mais il suffit, dans la suite des 
degrés mesurés en France, d’en considérer, comme nous l’avons fait, 
deux placés vers les extrémes. Je ne considére point ici le degré de 
Turin, ni celui de Hongrie, parce que l'un et l’autre laissent une 
grande incertitude dans les mesures. Voici maintenant une Table des 
neuf degrés précédents, disposés suivant l’ordre des latitudes, en ob- 
servant que ces latitudes correspondent au milieu de chaque degré : 


Latitudes. Degrés. 
) loises 
Ors hORa sels eharusheie eet RA oe watts 56753 
3G) ill Oise ereteteveuatet one scrote setere encase crs 57037 
Sin WP Sadmogeosddas oounduouds 56888 
[iS Pan eect een toe ON Ae Geo co Gxt 56979 
GOWED ainte a einetes cle Meee ire ee 57034 
GBR Gaaetivicias arcree Rieger toes 57086 
IAG HORT enn OO OGIO HOST S'S N00 57074 ,5 
SIT a Me eee eats heehitn ar ae er OLAS 


GOK Arn oy GEO On is GOO Danae OO 57405 
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Les équations (A) de l’article [IX deviennent donc ici 


56753 —%—0,00000 y= 2, 

57037 —2s—0,30143 y= xX, 

56888 —s—0,39946y = x, 

56979 —s—0,46541 y= 2, 

(E) 57034 —z—o,51251vy—=a,, 
97086 —z—o0,564697 = 23, 

57074,5 — 5 — 0,57621 y= 26, 

57149 —2z—0,62209 y= x1, 

\ 59405 — sz — 0,83887 y = ay. 


Les deux suites (C) du méme article deviennent 


x, X1y X35 


Dy ae 942,17, Tes 684,73, —Dy 
et les deux suites (D) deviennent 


zy XH, Xo Hs, 


—o, + 337,96, +1055,2, +1258,4, o. 
Il est aisé d’en conclure, par l’article précédent, 
y¥ = 684",73, 
ce qui donne, par le méme article, 


B= VOTO. on. 


= ©, == —= La == 1081, 062. 


Ainsi, de quelque maniere que l’on combine les neuf degrés précé- 
dents, quelque rapport que l’on choisisse pour celui des deux axes 
de la Terre, il est impossible d’éviter dans l’ellipse une erreur de 
108 toises; et, comme cette erreur étant la limite de celles qui peuvent 


étre admises, elle est par cela méme infiniment peu probable, il fau- 
OLuvres de L. — XI. 64 
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drait, pour admettre une figure elliptique, supposer des erreurs plus 
grandes encore que 108 toises dans quelques-uns de ces degrés. 

La valeur que nous venons de trouver pour y donne une ellipse 
dont les axes sont dans le rapport de 249 4 250. Dans cette ellipse, les 
trois plus grandes erreurs tomberaient sur les degrés de Pensylvanie, 
du Cap de Bonne-Espérance et du Nord. En considérant avec attention 
les mesures de ces trois degrés, il me semble impossible qu'il se soit 
glissé dans chacun d’eux une erreur de 108 toises, surtout apres les 
réductions que j’ai déja faites au degré du Nord. Il me parait donc 
prouvé, par les mesures précédentes, que la variation des degrés des 
méridiens terrestres s’écarte sensiblement de la loi du carré du sinus 
de la latitude, qui résulte d’une figure elliptique. 


XI. 


L’ellipse déterminée dans l’article précédent sert 4 reconnaitre si la 
supposition d’une figure elliptique est dans les limites des erreurs des 
observations; mais elle n’est pas celle que les degrés mesurés indi- 
quent avec le plus de vraisemblance. Cette derniére ellipse me parait 
devoir remplir les deux conditions suivantes : 1° que la somme des 
erreurs soit nulle; 2° que la somme des erreurs prises toutes avec le 
signe + soitun minimum. M. Boscovich a donné pour cet objet une 
méthode ingénieuse, qui est exposée & la fin de l’édition francaise de 
son Voyage astronomique et géographique; mais, comme il l’a inutile- 
ment compliquée de la considération des figures, je vais le présenter 
ict sous la forme analytique la plus simple. 

Reprenons les équations (A) de Varticle [X. En les ajoutant en- 
semble; en nommant A la somme des quantités a, a,, a, ... divisée 
par leur nombre; en nommant P la somme des quantités p, p,, Pos --- 
divisées par le méme nombre, la condition que la somme des erreurs 


soit nulle donnera 
IN ayes Py BSG} 


d’ot l’on tire 
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En faisant done 


a-—-A=8, a,—A=h, : a,—A=)b,, taey 
Diy Psa, P—P=% Pa BSH; ey 


les équations (A) deviendront 


b —-FY=2, 
= 9 ¥ = Wy, 
be— Fa V = Xr, 


© 18 10) Me) felfe)e Yel e) ees ae 


; SO; 0 ; : 
Formons les quotients 7 ae —, +++) et disposons-les suivant leur 
1 2 


ordre de grandeur, en commengant par le plus grand; les premiers 
membres des équations précédentes donneront une suite de cette 
forme, en écrivant les premiers ceux auxquels répondent les plus 
grands quotients, et en changeant le signe de ceux dans lesquels y a 
un coefficient négatif, 


(F) hy —e, hy—c, hay — Cay hsy —¢3, 


Cela posé, il est clair qu’en faisant y infini, chacun des termes de 
cette suite devient infini; mais ils diminuent en diminuant y, et finis- 
sent par devenir négatifs : d’abord le premier, ensuite le second, et 
ainsi du reste. En diminuant toujours y, les termes une fois parvenus 
a étre négatifs continueront de l’étre et diminueront sans cesse. Pour 
avoir la valeur de y, qui rend la somme de ces termes pris tous avec 
le signe + un minimum, on ajoutera les quantités h, h,, h,, ... jus- 
qu’a ce que leur somme commence a surpasser la moitié de la somme 
entiére de toutes ces quantités. Ainsi, en nommant F cette somme, on 


déterminera 7, de sorte que 


h+hyt+hyt.:.t+h, >tF, 
hththet...+hy1~<4F; 


je dis qu’alors on aura 


& 
I} 
sake 
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Pour le faire voir, supposons que l’on augmente y de la quantité dy, 
de maniere que 7 + dy soit compris entre = et ie les r premiers 
termes de la série (F) seront encore négatifs, comme dans le cas ou 
Von avait y= es mais, en les prenant avec le signe +, leur somme 
diminuera de la quantité 


(h+ hy+...+ hy1) oy. 


Le (r +1)*™* terme de cette suite, qui est nul lorsque y = os devien- 
. 


dra positif et égal & h,dy; la somme de ce terme et des suivants, qui 
sont tous positifs, augmentera de la quantité 


(pt Appz...) Oy. 
Mais on a, par la supposition, 
hae hy het we Rp i in eae 


La somme entiere des termes de la suite (F), pris tous avec le signe +, 
sera donc augmentée, et comme elle est égale 4 la somme des erreurs 
x, @,,... prises toutes avec le signe +, cette derniere somme sera 


augmentée par la supposition de y= ic + oy. ll est facile de s’assurer 
: 


de la méme maniére qu’en augmentant y, de sorte qu’il soit compris 


(Ch Gams Cy Cpr— 
entre —— et’) 6u entre '—— “et =, --la*‘somme deés erreurs 


= fis hy—s hy-s 


rT aAG C10 x ; __ ©» 
prises avec le signe + sera toujours plus grande que lorsque y = Fai 


Diminuons présentement y de la quantité dy, en sorte que a — oy 


: ‘ oe Cpa 
Soll compris entre’ — et. ——; 
P ee 


série (F) augmentera, en changeant leur signe, de la quantité 


Ja somme des termes négatifs de la 


(h+2y+ hat... h,) dy, 


et la somme des termes positifs de la méme série diminuera de la 


quantité 
(Artie Arse t+ +) OY, 
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et, puisque l’on a 


Re hy. hyp > Rp + hppa... 


il est clair que la somme entiére des erreurs prises avec le signe + 
sera augmentée. On verra de la méme maniére qu’en diminuant y de 


e cf (i (8 Cp. 
sorte qu'il soit entre Cr+t ot r+, oy entre “? et “+, ..., lasomme 
Nps Nyp+e Ayre Ny+s 


des erreurs prises avec le signe + est toujours moindre que lorsque 


y =;,; Cette valeur de y est donc celle qui rend cette somme un mi- 


h, 


nimum. La valeur de y donne celle de z au moyen de |’équation 


z=A—py. 


Xi. 


Pour appliquer cette méthode aux équations ee, de l'article X, on 
en tirera d’abord l’équation 


5 = 57044,61 — 0,47563 y. 


La suite (F) de l'article précédent sera formée des premiers mem- 
bres des équations suivantes, écrits dans le méme ordre que ces équa- 


tions, 
0,01022y— 65,61= 2, 


0,07617 y — 156,61=  &a, 
0,36324 y — 360,39 =— &p, 
0,14646 vy — 100,39 =— 21, 
0,47563 y— 291,91—=__&, 
0,08906 y — 41,39 =— &5, 
0,10058 y — 29,89 =— Xe, 
O,17h20y— 7,61=> x, 


0,03688 y + 10,61 =— 2,. 


La demi-somme des coefficients de y, dans les premiers membres de 
ces équations, est 0,73622. Les quatre premiers coefficients de y sont 
moindres que cette demi-somme; mais les cing premiers la surpas- 
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sent, d’ot il suit que la valeur cherchée de y est égale a 


291,61 he: 
0, 47563 oua 613,10. 


Dans ce cas, l’erreur x est nulle, et expression générale du degré du 


méridien est 
56753" +- 6137, 10 sin?9, 


) étant la latitude correspondante. Le rapport des axes de la Terre est 
alors celui de 278 & 279; mais l’expression précédente donne une 
erreur, en plus, de 1377,7 dans le degré du Nord, et une erreur, en 
moins, de 109",g dans celui de Pensylvanie, ce qui ne peut pas étre 
admis. On voit ainsi qu'il n’est pas possible de concilier avec une 
figure elliptique les degrés du méridien. Voyons s’il est possible de 
concilier avec cette figure les longueurs du pendule a secondes. 


XII. 


En examinant avec attention les longueurs observées du pendule a 
secondes, il m’a paru que dans les treize suivantes les erreurs ne sur- 
passent pas douze ou quatorze centiémes de ligne. 


Longueurs observées 


du 

Latitudes. pendule a secondes. 
Ox Oy, 0 gators set GR BR oe Re ee 

OQRO4s “Ortge eo eeepc nee tot 439 ,30 
TB 27 MO ors exes kev ereens reverent oietevere: = 439,47 
SILO? Ole even. « kelateroe eerie eee 440,14 
HS EOTUER OEE SECO OING. 5 CaO AICO GAD SE 440,38 
ESST IGS O tro stke ees Oohtece Ae ee nen 440,56 
GS.5 Der O in wateh,cuitetikre roo tae ee 440 ,67 
Bi See HCO RR aes RE ES OT oe Sct o hoe Hoe 440,75 
OLR Rae OLE A Meena AA RP ate Aiea thar yl Ants 441,07 
58226). Onis Soeiee beat tae eee 441,10 
59008 Olnawchs chek amen ee ee eee 441,21 
OGLIAS ov 1Op Ae aateners seas eee epee 441,27 
pie le RIO eae aA eo nee aah cts Gvace 441,41 


Ces longueurs sont réduites au vide, au niveau de la mer, et a la 
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température d’environ 14° du thermométre de Réaumur. Les trois pre- 
miéres ont été mesurées par M. Bouguer, sous l’équateur, 2 Portobello, 
et au petit Goave. 

La quatrieme a été mesurée au Cap de Bonne-Espérance par M. l’abbé 
de la Caille. 

La cinquieme a été mesurée a Rome par les PP. Jacquer et Sueur. 

La sixiéme a été mesurée & Vienne par le P. Liesganig. 

La septieme a été mesurée a Paris par M. Bouguer. 

La huitieme a été conclue de la précédente, en supposant, avec 
M. de Maupertuis, que le pendule a secondes de Paris, transporté a 
Londres, fait 7,7 oscillations de plus dans un jour. 

La neuvieme, la dixiéme et la onziéme ont été observées par M. Gris- 
cow 4 Arensbourg, 4 Pernavia et & Pétersbourg (Nouveaux Mémoires de 
Pétersbourg, Tome VII). Cet habile observateur a mesuré directement 
la longueur du pendule & secondes a Arensbourg, et j’en ai conclu 
celles de Pernavia et de Pétersbourg, d’aprés les différences qwil a 
observées dans le nombre des oscillations du méme pendule dans ces 
trois lieux. 

La douzieéme longueur est celle de Pello. Je l’ai conclue de celle de 
Paris et de l’observation de M. de Maupertuis, suivant laquelle le pen- 
dule & secondes de Paris, transporté a Pello, fait 59 oscillations de 
plus par jour. 

Enfin la treizieme a été conclue de celle de Pétersbourg et de l’ob- 
servation de M. Mallet qui, par la comparaison des oscillations d’un 
méme pendule & Ponoi et a Pétersbourg, a trouvé o"8, 20 pour l’exceés 
du pendule & secondes de Ponoi sur celui de Pétersbourg (Nouveaux 
Mémoires de Petersbourg, Tome XIV, II* Partie). 

Représentons maintenant par 2 + py la longueur du pendule a se- 
condes, p étant, comme dans I’article IX, le carré du sinus de la lati- 


tude; on formera les équations suivantes : 
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130,31 — 5—0,00000¥ = 2, 
439,30 —z—0,02762y =X, 
439,47 —z—0,10016 y = &2, 
440,14 —2—0, 30143 y= 2&3, 
44o,38 —s—o,44600y = x, 


440,56 — s —0,55588 y = as, 
(G) 440,67 — 5s — 0,56670y = 2, 
440,75 —s —0, 61276 vy = 2, 
Aht,07 —3—0,72310¥ = 4g, 


441,10 —s—0,72506 y = Xo, 

441,21 —2—0,74899 7 = 240, 
| 4hi,279 —s— 0, 84481 y= ay, 
\ 441,41 — s— 0, 84827 y = x45. 


Ces équations répondent aux équations (A) de l'article IX. Les deux 
suites (C) du méme article deviennent 


x, X1, X35 X05 4125 


oo, +3,2585, +3,0678, +2,3907, -+2,0145, —oo. 
Les deux suites (D) deviennent 


aL, Xs, X41 X19, 
©, +2,4286, + 2,4573, + 40,472, a. 
Jl est facile d’en conclure, par l’article IX, 
= 2,4286, 
ce qui donne, par le méme article, 
x = 439, 3090, 
t= X3—=— £,=— 0,09897. 
Ainsi, de quelque maniére que l’on combine les treize mesures pré- 
cédentes de la longueur du pendule a secondes, quelque rapport que 
lon choisisse pour celui des axes de la Terre, il est impossible d’éviter, 


dans l’hypothése elliptique, une erreur de ;4 de ligne, a fort peu prés; 
eette erreur est dans les limites de celles dont les observations sont 


\ 
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susceptibles. La loi d’un accroissement dans la longueur du pendule, 
proportionnel au carré du sinus de la latitude, est done a fort peu pres 
celle de la nature. Un dixieme de ligne dans cette longueur répond & 
13 toises et un tiers dans la longueur du degré. Nous avons vu, dans 
Particle X, que la loi dun accroissement proportionnel au carré du 
sinus de la latitude s’écartait au moins de 108 toises des mesures des 
degrés des méridiens; cette loi se rapproche donc environ huit fois 
plus des observations dans la longueur du pendule que dans la gran- 
deur des degrés. 


XIV. 


Pour avoir la loi des longueurs du pendule, la plus vraisemblable, 
nous appliquerons aux équations (G) de l’article précédent la méthode 
de l'article XI; nous aurons d’abord 


% = 4ho,503 — 0, 50013 y. 


La suite (F) du méme article sera formée des premiers membres 
des équations suivantes, écrits dans le méme ordre que ces équations : 


0, 24886 y — 0,707 =— 249, 
0,22583 y — 0,597 =— xo, 
0, 34814 vy — 0,907 =— 19, 
OLSCOL3 7 15290" Uae 
0,39997 y —1,033 = zo, 
0,4725by—1,203 = 4, 
0,22297 y — 0,567 =— @g, 
0, 06657 y — 0,167 = — &z, 
©, 00413 Y,— 0,129. 2-5. Hi, 
0, 34468 y — 0,767 =— ay, 
0,11263 y — 0,247 =— &,, 
0, 198707 — 0,363 = Des 


0,05575 y — 0,007 =— sz. 


La demi-somme des coefficients de y dans les premiers membres de 
ces équations est 1,62543. Les quatre premiers coefficients sont moin- 


OFfuvres de L. — XI. 69 
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dres que cette demi-somme, mais les cing premiers la surpassent; 


d’ot il suit que la valeur de y est égale a 


1,033 


———— ou a 2,5827. 
0,39997 


Dans ce cas, x, est nul, s est égal & 439,211, et l'expression géneé- 
rale de la longueur du pendule a secondes est 
A3giis, 211 + 2!'8, 5827 sin?G, 


9 étant la latitude correspondante. Cette expression donne les erreurs 
suivantes : 


LL =— 0,007; L, =— 0,044, 

y= 0,017, a5 === 0,000, 
2 tO, 0005 Ti, == ORO 
Bees 16, 100s BLig= | 05004; 
Cee 0,017), Qj, = — 0, 1205 
Ls —=— 0,087, Pig== 0,008. 
Le == —=0,009, 


Ces erreurs sont dans les limites de celles dont les observations sont 
susceptibles. Les deux seules qui surpassent ;5 de ligne tombent sur 
les mesures du pendule au Cap et en Laponie. Mais il est possible 
qu’elles ne tiennent pas uniquement aux observations, et qu’elles deé- 
pendent de la disposition intérieure des parties de la Terre, qui peut 
écarter les variations des longueurs du pendule de la loi du carré du 
sinus de la latitude. I] résulte des observations de M. Grischow qu’a 
Arensbourg, 4 Pernavia et & Pétersbourg les oscillations d’un méme 
pendule ne suivent pas exactement cette loi; mais nous sommes fondés 
a croire, d’aprés les observations précédentes, que sur la surface 
entitre du globe les longueurs du pendule a secondes ne s’éloignent 
de cette loi que d’environ +, de ligne. 

Il existe, entre la différence des longueurs du pendule d secondes au 
pole et 2 Péquateur et entre la difference des deux axes de la Terre, 
un rapport remarquable, qui détermine lune de ces quantités au 
moyen de l’autre. Ce rapport consiste en ce que, si l’on ajoute la diffé- 
rence des deux axes de la Terre, divisée par la demi-somme de ces 
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axes, ala différence des longueurs du pendule au péle et A l’équateur, 
divisée par la demi-somme de ces longueurs, le résultat doit étre égal 
a cing fois la moitié du rapport de la force centrifuge a la pesanteur, 
rapport qui, comme on sait, est ;4.. Ce résultat a généralement lieu 
quelle que soit la figure de la Terre, pourvu que les variations des lon- 
gueurs du pendule suivent, a fort peu pres, la loi du carré du sinus de 
la latitude, ce qui, comme on vient de le voir, est le cas de la nature. 
| Vorr nos Mémoires pour l’année 1783 (').] De la et de l’expression 
précedente de la longueur du pendule a secondes, on conclut que les 
deux axes de la Terre sont entre eux comme 358 est a 359, ou, ce qui 
revient au méme, que l’aplatissement de la Terre est 4. Cet aplatisse- 
ment est plus petit que celui qui résulte de la mesure des degrés des 
méridiens; en l’adoptant avec une figure elliptique, on aurait une 
erreur de 305 toises & répartir entre les deux degrés du Nord et de 
Pensylvanie, ce qui est contre toute vraisemblance; on peut donc 
encore moins concilier avec une figure elliptique l'ensemble des me- 
sures des degrés des méridiens et du pendule, que les mesures des 
degrés entre eux; ainsi tout concourt & nous faire rejeter la figure 
elliptique dans le calcul de la variation des degrés. 

L’aplatissement 55, est moindre que celui de ;,, auquel je me suis 
arrété dans nos Memozres de 1783; mais il y a lieu de croire qu'il n’est 
pas trop petit, par les raisons suivantes : 

1° Ilrésulte d’un grand nombre de bonnes observations de la longueur 
du pendule, avec lesquelles il s’accorde d’une manieére fort précise. 

2° Il suit des recherches sur la figure de la Terre, que j’ai données 
dans nos Mémoires pour 1783, que, si l’on suppose l’action de la Lune 
triple de celle du Soleil dans les phénomenes de la précession des 
équinoxes et des marées, ainsi que je l’ai trouvé par la comparaison 
d’un grand nombre d’observations des marées, la nutation entire de 
Vaxe de la Terre est de 20’,1663; et, dans ce cas, si l’on suppose, 
comme cela est fort probable, que la densité des couches de la Terre 
diminue du centre a la surface, l’aplatissement de cette planete doit, 


(1) Ci-dessus, p. 3. 
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pour satisfaire aux phénoménes de la précession et de la nutation, étre 
compris entre ;+; et ;1;. L’aplatissement 5, tombe entre ces limites, et 


305 359 
il s’éloigne assez de la limite ;4; que donne le cas de ’homogénéité, 
pour pouvoir étre admis avec vraisemblance. 

3° Les mouvements observés des noeuds et des aphélies des satel- 
lites de Jupiter ont donné, avec une grande précision, les deux axes 
de cette planete dans le rapport de 40 a 43. En supposant que, pour la 
Terre comme pour Jupiter, l’aplatissement soit la méme partie ali- 
quote du rapport de la force centrifuge 4 la gravité sous l’équateur, on 
aura ;+, pour l’aplatissement de la Terre, ce qui est encore au-dessous 
de celui que nous venons de trouver. 

Il reste maintenant a expliquer pourquoi la figure elliptique, qui 
s'accorde si bien avec les variations de la pesanteur et les mouvements 
de la Terre autour de son centre de gravité, s’en éloigne sensiblement 
dans la variation des degrés; mais, ayant discuté cet objet dans nos 
Mémoires de 1783, je me contente d’y renvoyer. J’observerai seulement 
ici que, dans le calcul des parallaxes, on doit faire usage de lhypo- 
these elliptique et de l’aplatissement déterminé par les observations 
du pendule, ainsi que je l’ai fait voir dans les Mémoires cités; d’ou il 


1 
230 


suit que l’aplatissement donne certainement des variations trop 
grandes dans les parallaxes de la Lune, et que les astronomes qui font 
usage du rapport de 177 4178 s’éloignent autant de la vérité, en plus, 
que ceux qui calculeraient dans ’hypothese sphérique s’en écarte- 
raient en moins. 
ey S 
Sur la figure de la Terre. 


Jai fait voir, dans nos Mémozres pour l’année 1782 ('), que, si l’on 
suppose la Terre fluide et homogene, sa figure ne peut étre que celle 
d’un ellipsoide de révolution. Je me propose ici d’étendre ce résultat 
au cas ou la Terre, ayant été primitivement fluide, serait formée de 
couches de densités variables. M. Clairaut a déja fait voir que la figure 


(1) OEuvres de Laplace, T. X. 
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elliptique remplit, dans ce cas, les conditions de l’équilibre; mais il 
s’agit de prouver qu’elle est la seule qui satisfasse & ces conditions. 
Pour cela, je vais rappeler quelques propositions que j’ai démontrées 
dans les Mémoires cités. 

Soit 4 ’angle formé par un rayon 7, mené du centre de gravité de la 
Terre 4 un point quelconque d’une de ses couches et par l’axe de 
rotation de cette planete; soit cos98 =p. Nommons o l’angle que forme 
le plan qui passe par ce rayon et par l’axe de rotation avec un méridien 
invariable. Soit Y; une fonction rationnelle et entiére de l’ordre z des 
trois quantités », V1 — uv? sina et V1 — vu? coso, et qui soit assujettie 
a l’équation aux différences partielles 


BUOY: he 
ae Op. te =A 


La surface de la couche du sphéroide, dont le rayon est 7, étant sup- 
posée trés peu différer d’une surface sphérique, on pourra toujours 
exprimer r par une suite de cette forme 


a+aa(Y¥,+Y,+Y2+Y;+...), 


« étant un tres petit coefficient dont nous négligerons le carré. 
Nommons ¢ la densité de la couche dont le rayon est r, et II la pres- 
sion du fluide 4 sa surface. La densité 9 étant supposée la méme dans 
toute l’étendue de sa surface, elle sera une fonction de a; de plus, la 
pression II est, comme on sait, la méme sur toule cette surface, en 
sorte qu’elle est fonction de a. Cela posé, on aura l’équation suivante, 
donnée par les conditions de l’équilibre | Mémoures de ? Académie pour 


Pannée 1782, page 179 (")], 


dil 4 3 ar re r> 
arene an { pdat+ an fpd(a¥o- 3 Yi4 5 Y.-+ a fv... | 
(a) ( An han ; 3 a a eae 
| ER: CP sie eee od a Vocus Xa-t Ba er Se are 
\ + ar? (3)-+ 2+ 7s3+7r?3,+...). 


(1) OEuvres de Laplace, T. X, p. 403. 


518 SUR QUELQUES POINTS 


On doit observer dans cette équation : 1° que 4 est le rapport de la 
demi-circonférence au rayon; 2° que les signes intégral fet différen- 
tiel d se rapportent a la variable a; 3° que, dans le second membre, 
les deux premieéres intégrales doivent étre prises depuis a =a jusqu’a 
a égal 4 sa valeur 4 la surface de la Terre, valeur que nous prendrons 
pour lunité; 4° que les deux derniéres intégrales de ce méme membre 
doivent étre prises depuis a = 0 jusqu’a a =a; 5° que la fonction 


aT? ( Zy-+ 2+ 723+ r*z,-+-...) 


exprime la somme des intégrales de toutes les forces étrangéres a 
attraction des molécules du sphéroide terrestre, multipliées respec- 
tivement par les éléments de leurs directions, cette somme étant déve- 
loppée en série, de maniere que z, est une fonction rationnelle et 
entiere de Vordre ¢ des quantités u, V1 — vp? sino, \/1— uw? cose, qui 
satisfait a l’équation aux différentielles partielles 


[ 03; 0? 3; 

a] — ps) 0 | Je: 
O=—= Pi see fel ea) Si 

Op. I—p 


On peut toujours ainsi développer les forces étrangéres lorsqu’elles 
sont produites par les attractions et par la force centrifuge, et, dans ce 
cas, z, est nul. Relativement a la figure de la Terre, on ne doit consi- 
dérer que cette derniére force, et, en la nommant «g, on aura 


aS a2 
ASS; Oe Oe tZ,—— —2 


3 


(Vou les Mémoires cités de Académie.) 6° Enfin on doit observer, 
apres les différentiations et les intégrations, de changer r dans 


a+aa(Y,+Y,+ Yo+...). 


Cela posé, Y,; et 2; étant des fonctions semblables, si dans l’équa- 
tion (a) on compare les fonctions semblables, on aura d’abord 


Sean | pdad+ har fod(ar¥,) 


An sees) Pn (el a : 
+ ra fedar— "20 ¥, fpdar+ 428 (5 a(as¥o) + ane, 


3 


DU SYSTEME DU MONDE. 519 


les deux premiéres intégrales du second membre de cette équation 
étant prises depuis a= a jusqu’a a= 1, et les trois derniéres étant 
prises depuis a = 0 jusqu’a a =a. Cette équation ne détermine ni a, 
ni Y, : elle donne seulement un rapport entre ces deux quantités, en 
sorte que Y, est arbitraire et peut étre déterminé a volonté. 

On aura ensuite 


fina ae Ys Xe An : 
icgaenend iia per hiltiin 


4n 
+ arya fda.) + ater 


(b) 


la premiere intégrale étant prise depuis a=a jusqu’a a=1, et les 
deux autres étant prises depuis a = 0 jusqu’a a =a. Cette équation 
donnera la valeur de Y;, relative 4 chaque couche fluide, lorsque Ja loi 
des densités p sera connue. 

Pour réduire ces différentes intégrales dans les mémes limites, soit 


Pintégrale étant prise depuis a = 0 jusqu’a a =1; =z, sera une quantité 
indépendante de a, puisque la fonction z; en est indépendante; |’équa- 
tion (0) deviendra ainsi 


to) =(ai+na'y { ¢ da’ +- sartet fod _ 3 fp aa V;\-—— 3a" tz", 


toutes les intégrales étant prises depuis a = 0 jusqu’aa = a. 
On peut faire disparaitre les signes d’intégration par des différen- 
tiations, et l’on a l’équation différentielle du second ordre 


eve) 
(c) 0a? =| a fe da 


L’intégrale de cette équation donnera la valeur de Y; avec deux con- 
stantes arbitraires, qui seront des fonctions rationnelles et entieres de 
l’ordre z des quantités u, V1 —- uw? sino et ¥1 — uw? cosa, telles qu’en 
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les représentant par U,, elles satisferont a l’équation aux différences 


partielles 
0 | 0?U; 
Os 

f- PS 


i U 
ofp : 
Saullo ley 
Op. 1— pe 


os + t(t+1)U;. 

L’une de ces constantes se déterminera au moyen de la fonction 3,, 
qui a disparu par les différentiations; elle sera un multiple de cette 
fonction. Quant a l’autre constante, si l’on suppose que le fluide 
recouvre un noyau solide, elle se déterminera au moyen de |’équation 
ala surface du noyau, en observant que la valeur de Y; relative a la 
couche fluide contigué & cette surface est la méme que celle de cette 
surface. On voit ainsi que, dans ce cas, la figure du sphéroide dépend 
de la figure du noyau intérieur et des forces qui sollicitent le fluide. 

Si, comme nous le supposons, le sphéroide est entierement fluide, 
rien ne paraissant alors déterminer une des constantes arbitraires, il 
semble qu’il doit y avoir une infinité de figures d’équilibre; c’est ce 
qu'il s’agit d’examiner. Pour cela, nous observerons d’abord que les 
couches du sphéroide doivent diminuer de densité, en allant du centre 
a la surface; car il est clair que, si une couche plus dense était placée 
au-dessus d’une couche moins dense, ses molécules pénétreraient dans 
celle-ci, de méme qu’un corps s’enfonce dans un fluide de moindre 
densité; le sphéroide ne serait done point en équilibre. Mais, quelle 
que soit sa densité au centre, elle ne peut étre que finie; en réduisant 
donc l’expression de p dans une suite ascendante par rapport aux puis- 
sances de a, cette suite sera de la forme 8 — yu" +..., 8, y et n étant 


positifs ; on aura ainsi 


ap ny i 
‘he Gree oe 
[oda P 


et ’équation différentielle en Y,; deviendra 


OFY peggy ¢ eh ! 6ny é 6 OY; 
dag i eee (n+ 3)p" j | a Oa 


Pour intégrer cette équation, supposons que Y, soit exprimé par 
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une suite de cette forme 
Y,;=U;as+ Uj;a*+...; 
’équation différentielle précédente donnera 


$(s+ 5)U,; a5? + 5'(s'+ 5)Ujas +... 


bind 6ny 
— ~ms—2 n 
== Usa | i+1) 6 4 ie 3)B° pialbyated 


d’ot l’on tire, en comparant les puissances semblables de a, 


s(s-+5)=i(i+1)—6 


et, par conséquent, 
5 (2i+1) 
d 
2 


ce qui donne 
si 5 et s=—i—3. 


Chacune de ces valeurs de s donne une série particuliere qui, étant 
multipliée par une arbitraire, sera une intégrale de l’équation diffé- 
rentielle en Y;. La somme de ces deux intégrales en sera l’intégrale 
complete. 

Dans le cas présent, la suite qui répond a2 s = —z— 3 doit étre 
rejetée, car il en résulterait pour @Y; une valeur infinie lorsque a 
serait infiniment petit, ce qui rendrait infinis les rayons des couches 
infiniment voisines du centre. Ainsi, des deux intégrales particuliéres 
de l’expression de Y,, celle qui répond a s=7i— 2 doit étre seule 
admise. Cette expression ne renferme plus alors qu'une arbitraire qui 
sera déterminée par la fonction z,, dont elle ne peut étre qu’un mul- 
tiple. 

La fonction s, étant nulle, Y, est pareillement nul et le centre de 
gravité de chaque couche est au centre de gravité du sphéroide. Pour 
le faire voir, nous observerons que l’équation différentielle en Y, 
donne 


Joe pee f 6pa* \Y,  6pa* OY, 
GaP 5 Jeda a* Jedas da 


OEueres de L. — XI, 66 
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On satisfera a cette équation en faisant Y, = - U, étant une fonc- 
tion indépendante de a; cette valeur de Y, est celle qui correspond a 
l’équation s —7 — 2; elle est par conséquent la seule que l’on doive 
admettre. En la substituant dans l’équation (6) et supposant 2, =o, 
la fonction U, disparait, et par conséquent reste arbitraire; mais la 
condition que l’origine des rayons 7 est au centre de gravité du sphé- 
roide terrestre la rend nulle. En effet, si l’on suppose 


y =Voe Ya Yee. 


en sorte que r--a-+ aay, l’expression d’une molécule quelconque 
du sphéroide sera 
fd(a + aay)’ dp.dw, 


la premiére caractéristique d se rapportant uniquement a la variable a. 
Les distances de cette molécule aux trois plans, de l’équateur, du 
méridien que nous avons supposé invariable et d’ou nous comptons 
Vangle o, et du méridien qui lui est perpendiculaire sont 


(a+aay)p, (a+aay)Vi—p'isino, (a+aay)V1— p? cosa. 


On aura done, par la nature du centre de gravité, les trois équations 


o= fff ppdudwd(a+aay)', 

) =i felel dy. dw \/1 — pp sinwd(a+aay)', 

oe Nias du.dwy/1— yp? cosud(a+aay)*, 
les triples intégrales étant prises depuis «=o jusqu’a @ = 360°, 
depuis #=—1 jusqu’a #=1 et depuis a=o jusqu’a a=r. En 
négligeant les quantités de l’ordre a, ces trois équations se réduisent 
aux sulvantes : 


o= ff fppdpdad(aty), 
O = he dp.doVi— psinwd(aty), 


0 thie dp.dw1— pw? coswd(aty). 
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Pour obtenir ces intégrales, je vais rappeler un théoréme que j'ai 
démontré dans les Mémoires cités de Académie. Y; et U,; étant deux 
fonctions rationnelles et entiéres de p, V1 — vw? sino et V1 — p? cosa, 
la premiere de l’ordre z, la seconde de l’ordre z’, et telles que l’on ait 


dl ltrmadcr ee 
DLs ue Seg d (eka) Ny, 
OU; 0U; 
ns fh ) 5 | . Ow? sl m 3 )U, 
— on eos Hy! Se oP 


on a généralement, lorsque z et z’ sont deux nombres différents, 


SfViUy dp do =o, 


les intégrales étant prises depuis o =o jusqu’a o = 360°, et depuis 
u = —1 jusqu’a u.==1. Cela pose, si dans les trois dernieres équa- 
tions relatives au centre de gravité on substitue pour y sa valeur 
Y,+Y,+Y,+..., elles se réduiront, en vertu de ce théoréme, aux 
suivantes : 

o= fff pydpdwd(aty,), 

o= fff dp.dw\/t— psinwd(aty,), 


o= ff fpdpdoyi— e cosw d(a'Y,). 


Maintenant ona 


et U, étant une fonction linéaire de v., V1 — pv? sino et 1 — yw’ cosa, 
il est compris dans la forme 


Hp +H’ Vi — psino + H'V1— p? cosa, 


H, H’, H” étant des constantes arbitraires qui, dans ce cas, sont indé- 
pendantes de a, puisque U, en est indépendant; en substituant done 
cette valeur de Y, dans les équations précédentes, on trouvera 


o= H fp da’, (Ses W [p da’, o= H’ {¢ da’, 
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d’ot H=o, H’=o, H’=o; partant Y,=o0, et il est aisé d’en con- 
clure que le centre de gravité du sphéroide terrestre est le centre de 
gravité de chacune de ses couches, puisque, relativement  chacune 
delles, ona 

Vic, 
Reprenons maintenant l’expression précédente de Y; par une suite 
ascendante relativement aux puissances de a, . 


== U;as-+ U;as+. eels 


Dans cette suite, s est, comme on I’a vu, égal a7 — 2; ainsi z étant sup- 
posé égal ou plus grand que 2, s est zéro ou positif. De plus, les fonc- 
tions U;, U’, ... sont données en U,, en sorte que l’on a 


Yves h U,, 


A étant fonction de a, et’U; en étant indépendant. Si l’on substitue 
cette valeur de Y; dans l’équation (c), on aura 


ah ia 6pa* | h 6pa* dh 
Cg =lii+n-= a 
: [pda’ we foda da 


Le produit 7(z +1) est égal ou plus grand que 6 lorsque z est égal 
3 . . 
ou plus grand que 2, et la fonction lees est moindre que l’unite; 
BAe 
en effet, son dénominateur fp da’ est égal a pa® — fa do, et la quan- 


tité — fa dp est positive, puisque op diminue du centre & la surface. 
eats dh , : : 
Cela posé, si A et _ ont le méme signe en partant du centre, ils con- 


serveront le méme signe jusqu’a la surface. Pour le faire voir, suppo- 
sons que ces deux quantités soient positives au centre; dh doit devenir 
négatif avant A, et il est clair qu’il doit pour cela passer par zéro. Mais, 
des l’instant ot il serait nul, d?/ deviendrait positif en vertu de l’équa- 
tion précédente, et par conséquent dh commencerait a croitre; il ne 
peut donc jamais devenir négatif, d’ou il suit que & et dh conservent 
constamment le méme signe du centre a la surface. 
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Maintenant, ces deux quantités ont le méme signe au centre, car 
on a, par ce qui précede, 


si mstn=t+n—2, 


6n y 


$'(s? 3) US eeeeaye 


Ux 


partant 
Tyee 6nyU; / 
“~ (n-+3) (i+ n= 2) (G+ n+8)B? 


on aura done 


6n van 


h=a'-? fl L ——- ++... 
aia (tao Le 2) ne BB 
dh ‘ ‘ Cnyatet 
ily te t—3 | + 
eae 2)a T (n+ 3)(i+n+3)p edenoe 


1, B ct n étant positifs, on voit que, au centre, A et dh ont le méme 
signe lorsque z est égal ou plus grand que 2; ils sont done constam- 
ment positifs du centre a la surface. 

Cela posé, relativement a la Terre, z; est nul lorsque z est égal ou 
plus grand que 3; l’équation (6) devient donc alors 


: h : j 
o= | 32" [pd —(ai+n)ath fp da +3 fpd(aih)| Us, 


la premiére intégrale étant prise depuis a=a jusqu’a a=1, et les 
deux autres étant prises depuis @ = 0 jusqu’a a= a. La fonction 


—(2t+1)ath foda+3 fpd(ai**h) 
est une quantité négative. En effet, elle est égale a 
—(2i—2)a8ph+(2i+i)ath fade —3 faithdp. 
A augmentant du centre a la surface et p diminuant, on a 
(20+ ath fa do — 3 fait hdp <2 OF 


ainsi, ¢ 6tant égal ou plus grand que 2, la fonction précédente est néga- 


tive. 
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Il suit de la que, dans l’équation précédente, le premier facteur 
n’est pas nul a la surface extérieure. Le second facteur U; est donc 
nul, ce qui donne 

Ye=0 pour 723, 


L’expression du rayon du sphéroide terrestre se réduit donc a 


a+ aa(Y)-+ Y2). 


: ; A og 
s, est, comme on l’a vu ci-dessus, égal & — ~(u." — >); la formule (6) 


deviendra done 


. Anarh 4n 
(e) o= [ine oan — PS, aah) | U,— 2 as(y2—4). 
A la surface, l’intégrale Ie dh = 0; on aura donc a cette surface, ott 
a=—tT, 


nh fp da* — eae d(a*h) 


U, 


Soit a le rapport de la force centrifuge a la pesanteur a l’équateur; 
l’expression de la pesanteur étant, aux quantités prés de l’ordre a, 
égale a an fp da*, on aura 


partant 
2 A 
U.= P( : x) ‘ 
; $f pa(aeh) 


Up p da’ 


Le rayon du sphéroide terrestre, ala surface, sera donc 


ap h(pi— 5) 
§ [pd(ah) 


2h— —— 


fe da’ 


On peut comprendre dans la quantité arbitraire que nous avons prise 


1+ ayYo 


\ 
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pour unité la fonction 
2a0 


3 
8 fod(ath) 
Seda 


et alors le rayon du sphéroide terrestre, & sa surface, sera 


aY>— 


2h — 


aho(r— pr) 
§ {pd(ah) 
feda 


Ce rayon est celui d’un ellipsoide de revolution, dont le demi petit axe 


Te 


ah 


est l’unité et dont le demi grand axe est 
xD 
$f pd(ah) 
h fp da’ 
la figure de la Terre supposée fluide ne freut donc étre que celle d’un 
ellipsoide de révolution. De plus, il n’y a qu’un seul ellipsoide qui 
puisse satisfaire a l’équilibre, lorsque la loi des densités 9 est détermi- 


ee 5 


née; car sil y avait deux valeurs de / qui satisfissent a l’équation (e), 
en nommant A la premiere, /’ la seconde, la valeur h’ — A satisfe- 
rait au cas ou 9 serait nul, et ot Il’on aurait par conséquent z, = 0; 
mais il résulte de ce que nous avons démontré ci-dessus que, dans ce 
cas, h'— h =o, ce qui donne A = A’; il n’y a donc qu’une seule figure 
d’équilibre, tres peu différente de la sphere, qui soit possible; et il est 
facile de s’assurer que les limites de l’aplatissement de cette figure 
sont <t et 7D, dont la premiére répond au cas ott toute la masse du 


sphéroide serait réunie au centre, et la seconde répond au cas oti cette 


masse serait homogene. 
XVI. 


Sur la stabilité de la figure de la mer. 


La figure de la mer varie sans cesse par l’action du Soleil et de la 
Lune; les vents et les tremblements de terre troublent encore |’état 
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d’équilibre qu’elle prendrait en vertu des forces constantes qui l’a- 
niment. L’expérience nous montre que les causes qui agitent chaque 
jour cette grande masse fluide n’y produisent que des mouvements 
d’oscillation, en sorte que son état d’équilibre est stable relativement 
a l’action de ces causes; mais, si cette stabilité n’est pas absolue, on 
peut alors, en vertu d’une cause extraordinaire, supposer a la mer un 
ébranlement, qui, quoique trés petit en lui-méme, pourrait cependant 
apporter de grands changements dans sa figure et |’élever au-dessus 
des plus hautes montagnes, ce qui expliquerait plusieurs phénoménes 
d’Histoire naturelle. Il est donc important de rechercher les conditions 
nécessaires & la stabilité de la figure de la mer, et d’examiner si ces 
conditions ont lieu dans la nature. 

On a depuis longtemps fait cette curieuse remarque : savoir, que, Si, 
la mer et le noyau qu’elle recouvre ayant une figure elliptique dans 
l’état d’équilibre, on allonge ou on aplatit la figure de la mer, en sorte 
qu'elle soit toujours elliptique, elle tendra, au premier instant, a 
revenir a son état d’équilibre, si la densité moyenne du noyau surpasse 
les trois cinquiémes de la densité de la mer, et si cette densité est plus 
petite, la mer tendra a s’éloigner de son état d’équilibre. On en a con- 
clu que, pour la stabilité de l’équilibre de la mer, il suffit que sa den- 
sité soit moindre que = de la densité du noyau; mais cette consé- 
quence n’est relative qu’au dérangement particulier que l’on suppose 
primitivement & la mer; d’ailleurs, il ne suffit pas de considérer la ten- 
dance du fluide au premier instant du mouvement, il faut encore avoir 
égard & cette tendance dans tous les instants, et par conséquent il est 
nécessaire de considérer les oscillations du fluide pour prononcer sur 
la stabilité de son équilibre. En envisageant ainsi la question, j’ai fait 
voir, dans les Mémoires de l’ Académie pour l’année 1776('), que, dans 
un grand nombre de cas, la stabilité de l’équilibre exige pour condition 
que la densité moyenne du noyau terrestre surpasse celle de la mer. J’ai 
prouvé, de plus, dans les Mémoires de 1782 (?), que si, la Terre n’ayant 


(1) OEuvres de Laplace, T. IX. 
(2) Ibid., T, X. 
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point de mouvement de rotation, la profondeur de la mer est con- 
stante, l’équilibre est stable toutes les fois que la condition précédente 
est remplie. Je vais maintenant généraliser ce théoreme et faire voir 
qu'il a lieu quels que soient la loi de la profondeur de la mer et le 
mouvement de rotation de la Terre. 

Rappelons, pour cela, les équations générales du mouvement de la 
mer. Considérons une molécule dm de sa surface, dont pv. soit le sinus 
de la latitude dans l’état d’équilibre, et o la longitude comptée d’un 
méridien fixe surla Terre. Supposons que aw soit la quantité dont la 
latitude de la molécule est plus petite que dans l’état d’équilibre, et 
que «¢ soit la quantité dont la longitude est plus grande, « étant un 
tres petit coefficient. Supposons encore que cette molécule soit élevée 
de la quantité «y au-dessus de la surface d’équilibre de la mer. Nom- 
mons 1 le demi-axe de la Terre; /y la profondeur de la mer, / étant un 
coefficient fort petit, et y étant une fonction de vu et de a. Solent g la 
pesanteur, z le temps et nz le mouvement de rotation de la Terre. Soit 
enfin «V la somme de toutes les molécules d’une couche aqueuse dont 
le rayon intérieur est l’unité et dont le rayon extérieur est 1+ ay, 
divisées par leurs distances respectives a la molécule dm, plus la 
somme des masses du Soleil et de la Lune, divisées par leurs distances 
ala méme molécule, les molécules de la couche aqueuse devant étre 
supposées négatives dans tous les points oll ay est négatif. Cela pose, 
les trois équations différentielles du mouvement de la Terre, que nous 
avons données dans les Mémoires de l’Académie pour Vannée 1770, 
page 178 ('), deviendront 


_ ey =) 88) 
an Op. do 


Mu dy apae OY ae arts, ov REPRE 
Ge 72g PVE Se VY Ie anv oe) 


d*9 diy ae Oy OV. 
a (I BP) an Fatt aaa fase Wie Gas 


(1) OEuvres de Laplace, T. IX, p. 188. 
OEuvres de L. — XI. 67 
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c’est de l'intégration de ces trois équations que dépend la théorie des 
oscillations de la mer. 


Si lon eyes la seconde par 1 - et qu’on l’ajoute a la troisieme, 


Wes Ag age , Vv : 
multipliée par 1o on aura, en faisant, pour abréger, y — pends 


aly(G) + (ZG) G "| 
dt Oy’ du - dy’ dv 
Bees y [i we is ; 


dt Piouele ap 


Multiplions maintenant cette équation par dy.do, et prenons les in- 
tégrales de ses deux membres depuis v= — 1 jusqu’a pu. = 1 et depuis 
&G = 0 jusqu’a o = 360°. On aura 


ag [dus an y eat 
du 
d (7 dt yi ) 


du ~ ’ 
= gy!) GVvi—w — 2g fy'de Oe 


Op. 


C étant une fonction arbitraire indépendante de wu. Or y’ et u ne peu- 
vent étre infinis dans aucun point de l’intégrale, en sorte que le terme 


UN a ; ie. Oey: ch gy 
28) Wa Vv1—vp- est nul aux deux extrémités de l’intégrale; on a donc 


. Cros 
et, par conséquent, 


du : 
(7 ivi—) 


Op 


0% 
dt} os 


C’etant une fonction arbitraire indépendante de o; or y’, y a ~ étant 


du 
2g | dpdoy YqVi-# sie dail dys. des 


On a ensuite, en intégrant par rapport a o, 


> 


ag { do ry Es ~agy'yG +26 [y'do St 


des fonctions de sino et de cosa, le terme — 2gy ne est De méme 


aux deux extrémités de l’intégrale, en sorte que C’— 2gy’ 15 a ~ est une 
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fonction nulle; on aura done 
dy 
sine de 0 dt 
ag f dpdo ee ees ag [y'dado jae 
partant on aura 


tfrdeaa| (a) + Gz) C— 2] 


dt 


d dy\~ 
ea re Ger) 
=—ag [y'dudo ; 


Op. 00 


L’expression précédente de y donne le second membre de cette 
équation égal a 


on aura done 


; es 
ce dt cs l 


Concevons présentement que y soit développé dans une suite de cette 


forme 


Wee Y pail ar Vest Vasa; 


Y,, Y,, Yo, ... étant des fonctions rationnelles et entieres de y, 
Vi — using et V1 — p? cosa, telles que l’on a généralement 
| af 2 OY: | aPY; 
a, Op dn? 


= Bo near uae gas 


il résulte de ce que nous avons démontré dans les Mémoires de ¢ Aca- 
démie pour l’année 1782, page 147 ('), que, si l’on represente par 
Vunité la densité de la mer, et si l’on fait abstraction de l’action des 
astres, ona 
I I 
=ha(Ye+ g¥i+ 3 ¥a+ 2¥,+...), 


(1) OEuvres de Laplace, T. X, p. 373. 
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7 étant le rapport de la demi-circonférence au rayon. Si l’on nomme 
ensuite o la moyenne densité de la Terre, on a, a fort peu prés, 


Be 75 
ar Re 

on aura done 
I 


5 


% |< 


=5(Ya+ 3¥i+ Vite. ). ? 
0 3 


La condition de la masse fluide constante donne 


Sy dpda=o, 


les intégrales étant prises depuis u—=—1 jusqu’a v.=1 et depuis 
3 = 0 jusqu’a o = 360°; mais on a généralement, lorsque z est diffé- 


rent dew’, 
[Y: U, du dw =o, 


U, étant une fonction de la méme nature que Y,; on aura done 


Sy du. da a dp.dw—o, 


ce qui donne 
We === 10. 


On aura, cela posé, 


I 3 3 
fe p= SI) r(: s yy (:-=)y teteaieis 
Z ( ) Sp)? oe 

d’ou Von tire, en vertu du théoreme précédent, 
fy Ai dp. dw 

a Ace re ecks sien AY. 

=f dpdo| (: =)M ae 1 (— ake dt (r=), dt Fir 
equation (A) donnera done, en l’intégrant par rapport au temps @, 


fodeael (Zr) + (a2) 0-H) 


M étant une quantité indépendante de 2. 
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Supposons p > 1; alors la quantité 


(B) —§ fanas| (>) yt + (1 a )Y+.-| 


est négative; la valeur de M doit done étre une quantité positive con- 
stamment plus grande, abstraction faite du signe, que cette quantité, 
puisque, y étant nécessairement positif, le premier membre de |’équa- 
tion précédente est toujours positif. Cette valeur de M dépend de l'état 
et de la vitesse initiale de la mer, et, puisque nous la supposons tres 
peu dérangée, 4 lorigine, de son état d’équilibre, M est nécessaire- 
ment une tres petite quantité. L’intégrale (B) sera donc toujours fort 
petite, ce qui exige que Y,, Y,,... ne renferment point le temps ¢ 
sous la forme d’arcs de cercle ou d’exponentielles. La valeur de y.ne 
contient donc que des fonctions périodiques du temps, et par consé- 
quent la mer ne s’éloigne jamais que tres peu de sa figure d’équilibre, 
si sa densité est moindre que la moyenne densité de la Terre. 

Quoique cette démonstration soit fort générale, elle suppose cepen- 
dant que le fluide est ébranlé de maniere que, relativement a toutes 
les molécules de la mer situées sur le méme rayon mené du centre de 
gravité de la Terre & sa surface, les valeurs de u et de ¢ sont a trés peu 
prés les mémes, car les trois équations fondamentales du mouvement 
de la mer sont fondées sur cette supposition, la seule que l’on doive 
admettre lorsque l’on considere les ébranlements produits par l’action 
des astres; mais, si l’ébranlement est produit par les vents ou par des 
tremblements de terre, cette supposition cesse d’avoir lieu, et cepen- 
dant il importe encore d’avoir, dans ce cas, les conditions de la sta- 
bilité de la figure de la mer. On peut y parvenir fort simplement au 
moyen du principe de la conservation des forces vives. 

Ce principe, appliqué au mouvement d’un systeme de corps qui 
s’attirent mutuellement, consiste en ce que la somme des molécules 
du systeme, multipliées respectivement par les carrés de leurs vitesses, 
est égale 4 une constante, plus au double de la somme des produits des 
molécules considérées deux a deux, divisés par la distance respective 
des molécules. 
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Cela posé, nommons R le rayon mené du centre de gravité de la 
Terre & une de ses molécules quelconque, que nous désignerons par 
dm. Soit w le cosinus de l’angle que le rayon R fait avec l’axe primitif 
de rotation de la Terre qui passe par son centre de gravité que nous 
supposerons immobile au premier instant, et qui le sera par consé- 
quent durant toute la durée du mouvement, puisque nous n’avons 
égard ici qu’a l’action mutuelle des parties de la Terre. Soit nt +o 
l’angle que fait avec un plan fixe passant par l’axe primitif de rotation 
un plan qui passe par cet axe primitif et par la molécule dm, plan que 


ieaae du 
nous nommerons son méridien. Supposons que «— soit la vitesse de 


la molécule, perpendiculairement a R, et dans le Les du méridien, 
a étant un coefficient tres petit. Soit encore n + aZ - la vitesse angu- 


laire de la molécule, perpendiculairement 4 son oe La somme 
des molécules de la Terre, multipliées respectivement par le carré de 
leur vitesse, sera 


nef Re dm i= pe yan (Red S ( I — 2p?) 
~ fven[e( BY va ( yom (BY 


dR , 9 ’ 
7, tant de Pordre «. Supposons que le rayon mené du centre de gra- 


vité de la Terre & sa surface soit R’ dans l’état d’équilibre et que, dans 
Pétat troublé, il devienne R’+ ay; la somme des produits deux a 
deux des molécules de la Terre, divisés par leur distance mutuelle, 
sera égale : 1° & cette somme telle qu’elle était dans l’état d’équi- 
libre; 2° 4 la somme des produits deux a deux des molécules d’une 
couche aqueuse dont le rayon intérieur est R’ et le rayon extérieur est 
— ay, comparées aux molécules de la Terre telle qu’elle était dans 

état d’équilibre, ces produits étant divisés par la distance mutuelle 
_ deux molécules que l’on compare; 3° & la somme des produits 
deux a deux des molécules de la couche aqueuse divisés par leur dis- 
tance mutuelle. 
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La premiere somme est évidemment une constante indépendante du 
temps ¢. 

Pour avoir la seconde somme, nous observerons que, si la Terre 
était une sphere, on aurait cette somme en multipliant chaque molé- 
cule de la couche aqueuse par la masse de la Terre, que nous désigne- 
rons par M, en divisant ce produit par la distance de la molécule au 
centre de la sphere et en ajoutant ces divers produits. Représentons 
par P'unité le rayon de la sphére et par 1+ = la distance d’une moleé- 
cule aqueuse 4 son centre, et prenons pour unité de densité celle de 
la mer. La masse de la molécule sera 


(1+ 2) dzdudo; 
en la divisant par la distance 1-+-z de la molécule au centre de la 
sphere, on aura 


M(i+ 2) dzduda 


pour la différentielle de lasomme dont il s’agit, et, en intégrant depuis 


5 == 0 jusqu’a z = ay, on aura 
aM f(y +4ay?) dp do 


pour cette somme. Mais, puisque la masse fluide est supposée con- 


stante, on doit avoir 
SG +2)? dzdyp.do—o, 


ce qui donne, en négligeant les quantités de l’ordre a’, 
o=a f(y + ay?) duds. 
La somme précédente deviendra done 
oo oes 
Ag M fy dp. do. 


Si l’on a égard a l’excentricité du sphéroide terrestre, on aura de nou- 
veaux termes qui seront multipliés par cette excentricité. Mais, dans 
l’équation que donne le principe de la conservation des forces vives, 
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nous négligerons tout ce qui dépend de l’excentricité de la Terre pour 
ne comparer que les termes qui en sont indépendants. 

Considérons enfin la troisieme somme formée des produits deux a 
deux des molécules de la couche aqueuse, divisés par leur distance 
mutuelle. En négligeant l’excentricité de la Terre, le rayon intérieur 
de la couche aqueuse sera l’unité, et son rayon extérieur sera 1+ ay. 
On pourra représenter par ay dudoa une de ses molécules; soit ay” la 
somme de toutes les molécules de la couche, divisées par leurs dis- 
tances respectives a cette molécule, la troisieme somme cherchée sera 
= fy? duds. Elle n’est que la moitié de Vintégrale a? f yy” du. do, 
parce que, en comparant chaque molécule de la couche avec la couche 
entiére, on a le double des produits des molécules prises deux a deux. 


On aura done, en négligeant tout ce qui dépend de l’excentricité de la 
Terre, 


on oe 
K—2M f ydpdo+ © fay" dudes 


pour la somme des produits deux 4 deux des molécules de la Terre, 
divisés par leur distance mutuelle, K étant une quantité indépen- 
dante de z. Nommons po la moyenne densité de la Terre, on aura 


> M = 


wl 


iP So 


la fonction précédente deviendra ainsi, en la divisant par g, 


oa f 7aede(y— aes 


Examinons maintenant la fonction (C), en la divisant pareillement 


par g. Si l’on projette chaque molécule de la Terre sur le plan de 
l’équateur primitif, le principe des aires donnera l’équation suivante 


fr dm(t— p?) (n+acr) == 


H étant une constante indépendante de z; on aura done 


= { Ream I—p. 2S" (Readme —p ? Ee f Redm( (1—p?). 
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Les termes de l’ordre «? du ya eons de aii dm(i — w.*) sont 


évidemment de ordre a *y?; en n’ayant donc égard qu’aux termes 
& 
de lordre «y?, qui ne sont multipliés ni par l’excentricité de la Terre, 


: ; < Te j Ages 
ni par la trés petite fonction —, la fonction (C), divisée par g, se 
6 


réduira a une constante, plus 4 l’intégrale 
Redmf_,/du de ; (ey 
if g l(a) + (a) ¢ ve a) | 


le principe de la conservation des forces vives donnera donc, en ne 
comparant que les termes de l’ordre a?, 


ae : By dv\? ‘ (= a 
fx dm a (a a (T) (1— p?) + oh) | 
=atQ—atg f ydudo( 7), 
? “Ane 


Q étant indépendant de ¢. 


Supposons, comme ci-dessus, y égal 8 Y, + Y, + Y,+..., la con- 
dition de la masse fluide constante donnera 


Yo==0; 


on aura ensuite, par ce qui précéde, 


= 5 (ir a¥a+ 2Y3+. ce), 


partant 


Jerenla(i) ea) (a) | | 
a09 wal (0-2) (-—2)a+(-2)n~] 


d’ow il est aisé de conclure, comme précédemment, que la valeur de y 
ne renferme ni arcs de cercle, ni exponentielles si p est plus grand que 
Punité. 


OEuvres de L. -- XI. 63 
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La partie de l’intégrale 


jat( Sp) + a(Sb) Gey + (FF) | 


\ / 


[Re dm 


ry, 


relative au sphéroide que recouvre la mer est insensible par rapport a 


la partie de cette méme intégrale relative aux molécules de la mer. Car 
: . AUS BON ARS eos , 
il est clai s valeurs de —, — et —- qui se rapportent au sphe- 
clair que les valeurs de 7 7 et 7 qu pp p 
roide sont, eu égard a celles qui se rapportent a la mer, du méme 
ordre que la masse de la mer divisée par la masse du sphéroide, puis- 
qu’elles seraient infiniment petites si la masse de la mer était infini- 
ment petite; leurs carrés seraient donc alors des infiniment petits du 
’ p Peay . du 
second ordre que l’on peut conséquemment négliger. Les vitesses «—> 
° dt 
yee 
dl 
vitesses relatives de ces molécules sur la surface du sphéroide ter- 


pe ape 
vi — pe et 7 des molécules de la mer sont, a tres peu pres, les 


restre; ainsi l’intégrale 


fre dm |o(Ge) + (2) =p ar (a) | 


exprime la somme des molécules de la mer multipliées par les carrés 
de leurs vitesses relatives. Si les eaux de la mer éprouvent des chocs 
ou des résistances qui altérent ces vitesses, la valeur de la con- 
stante #?Q en sera diminuée, et les fonctions Y,, Y,, ... ne pourront 
jamais augmenter indéfiniment si l'on a 9 >1. La figure de la mer 
sera donc alors stable, quels que soientl’ébranlement primitif de cette 
masse fluide et les résistances qu’elle éprouve. 

Dans le cas ot: toutes les molécules de la mer situées sur le méme 
rayon auraient la méme vitesse, & trés peu pres, en nommant /y sa 
profondeur, les valeurs de w et de ¢ seraient, a trés peu pres, les 
mémes pour une colonne de ce fluide, égale a /ydu.do. On aurait de 


et il est visible que a OY est, par rapport a 


aR ; dy 
plus — de lordre a- a 


dt dt’ 
du 
= 
rayon terrestre, comme il résulte de la premicre des trois équations 


a-—-» du méme ordre que le rapport de la profondeur de la mer au 
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différentielles du mouvement de la mer. En faisant done R — 1, l’in- 


tégrale 
“pe sf au’ sae Ne ; dR\? 
fiean E (aes ea. (=e) + (Fe) 


H Vi GhE hes 2 a } 
a [ty duas| (Fe | - Fat i \|: 


Péquation précédente donnée par le principe de la conservation des 
forces vives deviendra déne 


du\? dea? ea 
Frtetl (fe) «(Boo 


as $f de aa (3 a + )¥t+ (: = - Yi+ fh 


7 


deviendra 


equation identiquement la méme que celle a laquelle nous sommes 
parvenus précédemment par la considération des équations différen- 
tielles du mouvement de la mer. 

L’hypothese de la densité de la mer plus petite que la densité 
moyenne de la Terre est trés vraisemblable, car il est naturel de sup- 
poser que les couches les plus denses de la Terre sont les plus pres de 
son centre. D’ailleurs, les observations faites sur l’attraction des mon- 
tagnes ne permettent pas de révoquer en doute cette hypothese. Les 
observations que M. Maskelyne a faites sur une montagne d’Kcosse 
semblent indiquer une densité moyenne de la Terre quatre ou cing 
fois plus grande que la densité de la mer. L’équilibre de la mer est 
done stable, et, si elle a recouvert autrefois des continents aujour- 
‘Whui fort élevés au-dessus de son niveau, il faut en chercher la cause 
ailleurs que dans le défaut de stabilité de son équilibre. 


XVII. 


Sur la maniere de faire disparaitre les arcs de cercle des intégrales trouvees 


par les methodes ordinaires d’ approximation. 


J'ai donné pour cet objet, dans nos Mémozrres pour l'année 1772 (' ), 


(1) OEuvres de Laplace, T. VIII. 


540 SUR QUELQUES POINTS 


une méthode trés simple, fondée sur la variation des constantes arbi- 
traires. J’ai présenté depuis cette méthode, d’une maniere plus géné- 
rale, dans nos Mémoires pour l’année 1777 ('). On peut la généraliser 
encore de la maniére suivante et lui donner ainsi toute l’étendue et 
toute la simplicité dont elle est susceptible. 

Considérons l’équation différentielle de lordre z 


pee 


= a +P+aQ, 


w étant tres petit, et P et Q étant des fonctions algébriques de y, 


dy Bahy : : A 5 ; 
°°? qycx? de sinus et de cosinus d’angles croissant proportion- 


nellement a ¢. Supposons que l’on ait Vintégrale compléte de cette 
différentielle dans le cas de « = 0, et que la valeur de y donnée par 
cette intégrale ne renferme point l’arc ¢ ou, du moins, ne renferme 
qu'un nombre fini de puissances de cet arc. Supposons ensuite que, 
en intégrant cette équation par les méthodes ordinaires d’approxima- 
tion, lorsque « n’est pas nul, on ait 


¥YSX+IY+ V2 05 +..., 


X, Y, Z,S,... étant des fonctions périodiques de ¢ qui renferment les 
i arbitraires c, c’, c’, ..., et les puissances de ¢, dans cette expression 
de y, s’étendant a l’infini par les approximations successives. Il est 
visible que les coeflicients de ces puissances décroitront avec d’autant 
plus de rapidité que « sera plus petit; dans la théorie des mouve- 
ments des corps célestes, « exprime l’ordre des forces perturbatrices 
relativement aux forces principales qui les animent. 
Si l’on substitue la valeur précédente de y dans la fonction 


qi 
“7 +P+2Q, 


elle prendra cette forme 


K+ K’¢+K’+..., 


(!) OEuvres de Laplace, T. IX. 
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K, K’, K’, ... étant des fonctions périodiques de ¢; mais, par la sup- 
position, la valeur de y satisfait 4 l’équation différentielle 
diy 


Carne tae 


on doit donc avoir identiquement 


OS KEE hee K ee. 


Si K, K’, K’,... n’étaient pas nuls, cette équation donnerait par le 
retour des suites l’arc ¢ en fonction de sinus et de cosinus d’angles 
proportionnels a ¢; en supposant @ infiniment petit, on aurait ¢ égal a 
une fonction finie de sinus et de cosinus d’angles semblables, ce qui 
est évidemment impossible. Ainsi les fonctions K, K’, ... sont iden- 
tiquement nulles. 

Maintenant, si l’arc ¢ n’est élevé qu’a la premiere puissance, sous 
les signes des sinus et des cosinus, comme cela a licu dans la théorie 
des mouvements célestes, cet arc ne sera point produit par les diffe- 


rences successives de y; en substituant donc la valeur précédente de y 


L 


dans la fonction ah +P-+ «Q, la fonction K+K7+..., dans laquelle 


elle se transforme, ne contiendra l’arc ¢, hors des signes périodiques, 
gu’autant qu'il est déja renfermé dans y; ainsi, en changeant dans 
V'expression de y l’arc ¢, hors des signes périodiques, dans ¢ — 0, 
0 étant une constante quelconque, la fonction K + K’t +... se chan- 
gera dans K+ K’(¢ — 0) +..., et, puisque cette derniére fonction 
est identiquement nulle, en vertu des équations identiques K = 0, 
K’=o0,..., ilen résulte que l’expression 


Gaal = 0) Ya Cl Oy Lae. 


satisfait encore a l’équation différentielle 


Quoique cette seconde valeur dey semble renfermer ¢ +1 arbitraires, 
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savoir les ¢ arbitraires c, c’, c’, ... et l’arbitraire 9, cependant elle ne 
peut en contenir que le nombre z qui soient distinctes entre elles. II 
est done nécessaire que, par un changement convenable dans les con- 
stantes c, c’,..., larbitraire 9 puisse disparaitre de cette seconde ex- 
pression de y, et qu’ainsi elle coincide avec la premiere. Cette consi- 
dération va nous fournir les moyens d’en faire disparaitre les arcs de 
cercle. 
Donnons & la seconde expression de y la forme suivante : 


y=X+(t¢—4)R; 


: ‘ ay : 
puisque nous supposons que 4 disparait de y, on aura 5, =o et, pat 
consequent, 

ox oR 


En différentiant successivement cette équation, on aura 


9 an — 0? xX fia 6) o7R 
~ 09 7 Ob Tee AOS, 
eR 0X aR 
DS a sar 7 
Scher genes Ca 


d’ou il est aisé de conclure, en éliminant R de l’expression précédente 
de y, 

ae OX  (t—9)2 BX | (t— 8) aX 
(Eat ata °) 96 ro 7.2 dF " 1.2.3 08 


X est fonction de z et des constantes c, c’, c’, ..., et, comme ces con- 
stantes sont fonctions de 4, X est une fonction de z et de 9, que nous 
pouvons représenter par o(¢, 0). L’expression de y est, par le théoreme 
connu de Taylor, le développement de la fonction ¢(¢, 9 + ¢ — @), sui- 
vant les puissances de ¢— 4; on a donc y = ¢(t,¢); d’ot il suit que 
Von aura y en changeant 0 en ¢ dans X. Le probléme se réduit ainsi & 
déterminer X en fonction de ¢ et de 9, par conséquent & déterminer c, 
c’,c”,... en fonction de @. 
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Pour cela, reprenons |’équation 
p= X +. (¢— 80) VY + (€-- 092+ (¢—0)S+...; 


puisque la constante 0 est supposée disparaitre de cette expression 
de y, on aura l’équation identique 


ox 


(a) oe iho) oe (55 


® _ an) +e —9y (38) +. 
705 ee ) i ae 
En appliquant a cette équation le raisonnement que nous avons fait 
sur celle-ci, 
o=—K-+K't+K’'+..., 

on voit que les coefficients des puissances successives de ¢ — 9 doivent 
se réduire d’eux-mémes & zéro. Les fonctions X, Y, Z, ... ne ren- 
ferment 9 qu’autant qu'il est contenu dans ¢, c’, c”, ...; en sorte que, 
dX OY oF 
06° 06° 00’ 
varier c, c’, c’, ... dans ces fonctions, ce qui donne 


pour former les différences partielles --> il suffit de faire 


OX _ OX de | OX del | OX de" 
D0 oni acl do eae ie 


aY © AYide  0Y de’ 2 @Y ‘del 


00. ae des oedo'” ocl de 


nite cay ec.6)6 ua) wi SLs ee leh .a§ e: © ipa .ehielse. a) ¢, [hy .0, 101.16 wah vo) 61 one ialaew e 


XVII. 


Supposons d’abord que dans les fonctions X, Y, Z,... aucune des 


arbitraires ne multiplie l’arc ¢, sous les signes des sinus et des cosinus; 
: 3 pier y : OX OY 

cet are ne sera pas produit par les différences partielles ~~; - 
En égalant done a zéro, dans I’équation (a), les coefficients des puis- 


sances successives de ¢ — 9, on aura 


ax oY 1) ae 
ey = = See eS) 
pte amber ade ae 


Sil’on différentie la premiére de ces équations ¢ — 1 fois relativement 
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: : ox 
az, et que l’on substitue pour —— sa valeur, on aura 


ole) 
@X.de . OX de! OX dof Ao 
OE nde. MA Oba gO, we a 
OAR es Oi de a dhe alt onthe 
DeOeNao OC Or ao Oe’ar de ar 
OX de. 0X de 0X de" _ @yY 
Hid de. dc on db Oetae ao Or 


On tirera de ces z équations autant d’équations différentielles entre 
les quantités c, c’, c’,... et leurs premieres différences, et, en les inté- 
grant, on aura ces constantes en fonctions de 9. Presque toujours, 
inspection seule de la premiere des équations précédentes suffira 
pour avoir les équations différentielles en c, c’, c’, ..., en comparant 
séparément les coefficients des sinus et des cosinus qu’elle renferme; 
car il est visible que les valeurs de c, c’, ... étant indépendantes de ¢, 
les équations différentielles qui les déterminent doivent étre pareille- 
ment indépendantes de cette variable. Le plus souvent ces équations 
ne seront intégrables que par des approximations successives, qui 
pourront introduire l’are @ dans les valeurs de c, c’, c’, ..., lors méme 
que cet arc ne se rencontre point dans les valeurs rigoureuses; mais 
on le fera disparaitre par la méthode que nous venons d’exposer pour 
faire disparaitre l’arc ¢ de l’expression de y. 

I] peut arriver que l’équation = = Y, et ses ¢—1 différentielles 
en ¢ne donnent pas un nombrez d’équations distinctes entre les qguan- 
tités ec, c, c’,... et leurs différences. Dans ce cas, il faudra recourir 
aux equations 

oY OL 


06 Sy fe 08 = 3.95 


XIX. 


Supposons maintenant que quelques-unes des arbitraires c, c’,c’, ... 
multiplient Parc ¢ dans les fonctions périodiques X, Y, Z, ...; la diffé- 


DU SYSTEME DU MONDE. 545 
rentiation de ces fonctions relativement a 9, ou, ce qui est la méme 
chose, relativement 4 ces arbitraires, développera cet are et le fera 
sortir hors des signes des fonctions périodiques sous lesquels il est 


renfermé. Les différences os _ ue --- seront alors de cette forme 
09° «(08 (OG 

OX lta I 
08 — X fare tX ? 
oY ; : 
Sines y'+ ¢tY", 
OL 7 f 7 Ala 

Fis Z' +- tZ', 


X’, X”, Y’, Y’, Z’, Z’, ... étant des fonctions périodiques de 2, et renfer- 
mant de plus les arbitraires c, c’, c’, ... et leurs premieres différences 
divisées par d0, différences qui n’entrent dans ces fonctions que sous 
une forme linéaire; on aura done 


7 = XOX" (4 — yx", 
dees OY"-+ (t—06)Y", 
= =U OD oe (t— 6) Li, 


si elieirole (oie. @ nl ietle. 6 '4 4) fe, (of) se, (10) Tole, ej ta 


En substituant ces valeurs dans l’équation (a) de l'article XVII, on 


aura 
o = X'+ OX" — V4 (¢— 8) (W/+ 6Y"+ X"— 22) 


+ (t — 6)2(Z! + OZ" + Y'— 38) 


d’ou l’on tire, en égalant séparément a zéro les coefficients des puis- 


sances de z — 0, 
o= X'+ 0X"— Y, 


o= Y'+ 0Y"+ X’"— 27, 
o=Z' +62" + Y’— 38, 


OFuvres de L. — XI. 69 
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La premiére de ces équations dennera, soit par elle-méme et par ses 
i—1 différentielles prises relativement a ¢, soit par la comparaison 
des coefficients des sinus et des cosinus qu’elle renferme, ¢ équations 
différentielles du premier ordre entre c, c’, c’,... et 9. Si cette pre- 
miere équation ne suffisait pas pour cet objet, on aurait recours aux 
suivantes. 

Lorsque l’on aura ainsi déterminé les valeurs de c¢, c’, c”, ... en 
fonctions de 0, on les substituera dans X, et, en y changeant 4 en ¢, on 
aura la valeur de y sans arcs de cercle, lorsque cela est possible. Si 
cette valeur en conservait encore, ce serait une preuve quils existent 
dans l’intégrale rigoureuse. 


XX. 


Considérons maintenant un nombre quelconque n d’équations dif- 
férentielles 


ey ay’ _ pi 
o> Fr +P +aQ, a 689: 


P,Q, P’, Q’, ... étant des fonctions de y, y’, ... de leurs différentielles 
jusqu’a l’ordre z — 1, et de sinus et de cosinus d’angles croissant pro- 
portionnellement & la variable z, dont la difference est supposée con- 
stante. Supposons que les intégrales approchées de ces équations 


soient 
yseXsntY+P274+ 8S +..., 


fe Xi+ tY,+ Zy+ @8,+. ey 


X, ¥, Z,..., X,, ¥,, 2,,--. tant des fonctions periodiques de ¢, et 
renfermant les in arbitraires c, c’, c’, ...; on aura, comme dans I’ar- 


ticle XVII, 


aX oY _ 
(eae 9p 24 sey 


si les arbitraires c, c’, c’, ... ne multiplient point l’arc z sous le signe 
des fonctions périodiques. Mais, si cet are est multiplié par quelques- 
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unes des arbitraires, on aura, comme dans I’article XIX, 
o— X/+ 6X'"~Y, 
CSS SENSE Ue oO he 
o=Z' + OZ" + Y’ — 38, 


si les arbitraires ne multiplient point l’arc ¢ sous les signes des sinus 
et des cosinus; mais, si quelques-unes d’elles multiplient cet arc et 
que l’on suppose alors 


on aura les équations 
om X/+OX"--¥j, oY + 0¥74X7— 97, 
Les expressions des autres variables y’, y”, ... fournissent des équa- 


tions semblables. On déterminera par ces diverses équations, en choi- 
sissant les plus simples et les plus approchées, les valeurs de ce, c’, 


c’, ... en fonctions de 9. En substituant ensuite ces valeurs dans X, 
X,, ... et en y changeant @ en ¢, on aura les valeurs de y, y’, ... sans 


ares de cercle, lorsque cela est possible. 


XX]. 


Sur les variations des inclinaisons et des neuds des orbites 


des planétes. 
Soient 
m, m’,m’, ... les masses des différentes planétes, celle du Soleil étant 
prise pour Punité; 
0, 9, 9”, ... les inclinaisons moyennes de leurs orbites sur un plan 


fixe qui passe par le centre du Soleil; 
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0, 0’, 0’, ... les distances moyennes de leurs noeuds ascendants & une 


ligne invariable prise sur ce plan. 


Soient, de plus, 
tango sind = p, tango cos? =—q, 
tang’ sin@’= p’, tango’ cos#’=q’, 


tang 9" sin — Wore tang 9” cos @’= ile 


Nommons ensuite a, a’, a", ... les moyennes distances des planetes 
au Soleil, et e, e’, e”, ... les rapports des excentricités de leurs orbites a 
ces distances. Je suis parvenu, dans nos Mémoires pour l’année 1784 ('), 


aux trois équations suivantes : 


a(1— e?) , adie?) a (1 = e%) 
const.= m scenes a [KG aeesets al= [f ae 
1+ tang*9 I+ Lang” o 1+ tang’ 9 


Cie") bar a a= er) Iv aa—e)y atte 

(a) const. = mp ——_—__ + m'p + m" p" abe 
I+ tang’ o eet oat 1+ tang* 9” 

e! 


“a(1— e?) wae tat a" (1 — 
const. = mq mq! ee 100 18) AEST Ieee OG 
\ I + tang’o Me Ce 1+ tang’ 


Ces équations résultent du principe de la conservation des aires ; 
elles ont lieu généralement quelles que soient les excentricités et les 
inclinaisons des orbites. 

Si on suppose les orbites tres peu excentriques et tres peu incli- 
nées au plan fixe, telles que les orbites des planétes, les deux der- 


nieres de ces équations deviendront 


Const.= mia pm’ Va" pam! sa" pl a. 4 2 


(0) 5 th oe 
CONSE =—— 72 Va Ci m’' Va! gi+ m!' Va! q" ae 


XXII. 


Imaginons par le centre du Soleil un nouveau plan dont l’inclinai- 
son sur le plan fixe soit , et dont la longitude du noud ascendant 


(1) Foir, plus haut, p. 69 et 70. 
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soit y, cette longitude étant compteée de la ligne fixe d’ou l’on compte 
les angles 0, 0’, .... Concevons ensuite sur le plan fixe un point quel- 
conque O, dont la longitude soit V; par ce point et par le centre du 
Soleil, menons un grand cercle perpendiculaire au plan fixe; il est 
clair que la tangente de l’arc de ce cercle, compris entre le point O et 
le nouveau plan sera tang) sin(V — y). L’arec du méme cercle, com- 
pris entre le plan fixe et celui de l’orbite de m, est tangg sin(V — 9). 
Ces arcs étant fort petits, la différence de leurs tangentes est, a tres 
peu pres, égale a la tangente de leur différence. Mais, sil’on nomme ¢, 
Yinclinaison de l’orbite de m sur le nouveau plan, et 9, la longitude 
de son neeud ascendant sur ce méme plan, les deux arcs précédents 
étant 4 fort peu pres perpendiculaires a ces différents plans, la tan- 
gente de leur différence sera tang, sin(V — 0,); on aura donc 


tang 9, sin(V — @,) = tang sin( V — @) — tangy sin(V — y). 
Soient 


tangy siny = p,, tangv cosy =|, 
on aura 


tang 9, cos%, sinV — tangg, sin9, cos V = (¢ — q,) sin V — (p — p;) cos V, 
ce qui donne, en comparant les coefficients de sin V et de cosV, 
tang, sin?, =p — p,, tango, cos; = 9g — M. 


Cela posé, si le nouveau plan est invariable, ainsi que le plan fixe, 
les équations (6) de l'article précédent donneront 


const.= (p — ps) ma + (p'— py) m' Val + (p"— pi)m"Va"+..., 
const.=(q—q1)mVa+(q/—™) m' Va + (g!—q) m'Va" +. 


Supposons qu’a un instant quelconque on ait 


miVlap+mi Val p'+ BUN Gena. 
Bia = = =a > 
m\Vla+-m'Val + m'Va" +... 


—_ mVaqem' Va qd+m' Va" q'+.. 
AV mVa-+m' Val +m'Va" +... 
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on aura, 4 tous les instants, 


o=mVa(p—p) +m Va (p'— pr) Sey RONG: ee Frye See 


o = miVal(q— 9s) mV al (g'— 95)  m' Vag" — ds) es 


p—p, est la tangente de l’inclinaison 9, de l’orbite de m sur le nou- 
veau plan, multipliée par le sinus de la longitude 0, de son nceud 
ascendant sur ce plan, longitude que l’on peut compter encore sur 
ce plan. Pareillement g — q, est la tangente de l’inclinaison 9, de 
l’orbite de m sur le nouveau plan, multipliée par le cosinus de la lon- 
gitude 9, de son nceud ascendant sur ce plan; d’ot il suit que, rela- 
tivement a ce nouveau plan, la somme des masses des planetes, mul- 
tipliées respectivement par les racines carrées de leurs moyennes 
distances, par les tangentes de leurs inclinaisons et par les sinus ou 
par les cosinus des longitudes de leurs noeuds, est constamment nulle ; 
en supposant done que le plan fixe soit le nouveau plan lui-méme, on 


aura 
o=mVap-Pm Va pam Va pe 
C= milag +m Vag nd q+... 
Les expressions de p,.g, p’, 7’, ... sont données en sinus et cosinus 


d’angles croissants avec une extréme lenteur; elles renferment, de 
plus, des termes constants et tels, que, si l’on n’a égard qu’a ces 
termes, ona 

p=p'=p’, seey Rg 9's eseys 


on aura done, par rapport au plan que nous considérons, 


o=p(myVa+m' a +m'Va"+...), 
o=g(mVa-m Vem Va +...), 
ce qui donne 


Pies GeO, 


ainsi les termes constants disparaissent des expressions de p, 4, p’, 


/ 


( 
La position du nouveau plan que nous venons de considérer est 
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facile 4 déterminer, au moyen des expressions précédentes de p, et 
de g,; et il en résulte que, si sur un plan quelconque on concoit des 
masses proportionnelles & mya, m' Va’, m’ Va", ..., et dont les coor- 
données rectangles soient p et g pour la premitre, p’ et g’ pour la 
seconde, p” et g’ pour la troisiéme, etc., les coordonnées du centre de 
gravité du systeme seront p, et q,. 

Le plan fixe sur lequel on rapporte le mouvement des corps m, m’, 
m’, ... étant arbitraire, les propriétés précédentes doivent faire pré- 
férer le plan dont il s’agit, de méme que, dans la détermination du 
mouvement d’un systéme du corps, on fixe naturellement l’origine des 
coordonnées & leur centre commun de gravité. La considération de ce 
plan est d’autant plus importante que, vu les mouvements particuliers 
des étoiles et la mobilité des orbites des planétes, il deviendra, dans la 
suite des siecles, tres utile d’avoir un plan invariable auquel on puisse, 
a toutes les époques, rapporter les mouvements des corps célestes. 
Celui que nous venons de considérer a l’avantage d’étre fixe, du moins 
lorsque l’on fait abstraction des corps étrangers au systeme planétaire, 
action qui, jusqu’a présent, est insensible. II est facile d’ailleurs d’en 
déterminer la position au moyen des valeurs précédentes de p, et 
de g,; on pourra méme la déterminer avec plus de précision, en faisant 
usage des deux derniéres équations (a) du numéro précédent, dans 
lesquelles on n’a point négligé les carrés des excentricités et des in- 
clinaisons des orbites; car, ayant déja a trés peu pres la position de ce 
plan, on pourra facilement, par les méthodes différentielles, faire dis- 
paraitre les constantes de ces équations. La connaissance des masses 
des planétes est, a la vérité, nécessaire pour retrouver a une époque 
quelconque le plan dont il s’agit; mais heureusement les quatre pla- 
netes qui ont des satellites sont celles qui ont le plus d’influence sur 
sa position, et les masses des autres planetes seront bient6t assez 
exactement connues pour que l’erreur de cette position soit insen- 
sible. 

Supposons qu’il n’y ait que deux planetes 7 et m’ dont les orbites 
soient circulaires et inclinées l’une a l’autre d’une quantité quel- 
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congue; en choisissant pour plan fixe celui relativement auquel les 
constantes des deux dernieres des équations (a) de l’article XXI sont 


4 I hr, - 
nulles, et en observant que —————— = cos@, ces deux équations 


deviendront 
o=mVa sing sind + m' Va’ sing’ sing’, 


o=m\/a sing cosé + m'\/a' sing! cos6’; 
ces équations donnent les deux suivantes 


myasing =m'Va' sing’, 
SiG SS Sigua cos 0 =— cos’, 
dot lon tire 
6'= 180°-+ 6; 
les neeuds des deux orbites sont, par conséquent, sur la méme ligne; 
mais le nceud ascendant de l’une d’elles coincide avec le noeud descen- 
dant de l’autre orbite, en sorte que l’inclinaison mutuelle des deux 
orbites est égale ao + 9’, 
La premiére des équations (a) de l’article XXI donne 


const. = mVaeos9 + m'\/a' cos¢’; 
en la combinant avec celle-ci 
mya sing = m'\/d' sing’, 


on voit que ¢ et o’ sont invariables; les inclinaisons des plans des deux 
orbites sur le plan fixe et sur eux-mémes sont donc constantes, et ces 
trois plans ont toujours une intersection commune. Il en résulte que 
la variation moyenne instantanée de cette intersection est toujours la 
méme, puisqu’elle ne peut étre qu’une fonction de ces inclinaisons. 
Cette ligne a donc un mouvement uniforme pendant lequel les orbites 
conservent la méme inclinaison sur le plan fixe. 

La position de ce plan est facile & déterminer, puisqu’il ne s’agit que 
de diviser l’angle de l’inclinaison mutuelle des orbites en deux angles 
2 et 9’, tels que l’on ait 


m\/asing = m'\/a' sing’, 
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Due gn) 2 ci Eee. . . * A 
d’ot l’on tire, en désignant par = Vinclinaison mutuelle des orbites, 


m'\/a' sinr 


hibits) miVa+ ma’ cost” 

On a done ainsi la solution la plus simple du probléme dans lequel 
on se propose de déterminer le mouvement des deux orbites. Ce pro- 
bléme a déja été résolu par M. de la Grange, dans les Mémoires de 
Berlin pour Vannée 1774; mais la solution de cet illustre géométre est 
assez compliquée; elle suppose d’ailleurs que l’inclinaison mutuelle 
des deux orbites reste toujours la méme, ce qu’il était indispensable 


de démontrer. 
XXIII. 
Sur le mouvement d’un systéme de corps qui s attirent mutuellement 


suivant une lot quelconque. 


Le probleme du mouvement d’un systeme de deux corps soumis a 
leur attraction mutuelle peut étre résolu exactement; mais, lorsque le 
systeme est composé de trois ou d’un plus grand nombre de corps, le 
probleme, dans l'état actuel de l’analyse, ne peut étre résolu que par 
approximation. Voici cependant quelques cas ot: il est susceptible 
d'une solution rigoureuse. 

Si l'on coneoit les différents corps disposés de maniere que les 
résultantes des forces dont chacun d’eux est animé passent par le 
centre de gravité du systéme, et que ces diverses résultantes soient 
proportionnelles aux distances respectives des corps a ce centre, alors 
il est clair que, en imprimant au systeme un mouvement angulaire de 
rotation autour de son centre de gravité, tel que la force centrifuge de 
l’un quelconque de ces corps soit égale & la force qui le sollicite vers 
ce centre, tous les corps continueront de se mouvoir circulairement 
autour de ce point, en conservant entre eux la méme position res- 
pective, en sorte qu’ils décriront des cercles les uns autour des au- 
tres. 

Les corps étant dans la position précédente, si l’on congoit que le 
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polygone, aux angles duquel on peut toujours les imaginer, varie 
d’une manitre quelconque, en conservant toujours une figure sem- 
blable, il est visible que, la loi de l’attraction étant supposée comme 
une puissance 7 de la distance, les résultantes des forces dont chaque 
corps est animé seront, dans les différentes variations du polygone, 
proportionnelles aux puissances n‘™® des distances des corps au centre 
de gravité du systeme. Cela posé, concevons que l’on imprime aux 
différents corps des vitesses proportionnelles 4 leurs distances a ce 
centre, et dont les directions soient également inclinées aux rayons 
menés de ce point a chacun des corps, alors les polygones formés a 
chaque instant par les droites qui joignent ces corps seront sembla- 
bles; les corps décriront des courbes semblables, soit autour du centre 
de gravité du systeme, soit autour de l’un d’eux, et les courbes seront 
de la méme nature que celle que décrit un corps attiré vers un point 
fixe par une force proportionnelle & la puissance n*™? de la distance. 

Pour appliquer ces théoremes 4 un exemple, considérons trois 
corps dont les masses soient m, m’ et m’ et qui s’attirent suivant la 
puissance n de la distance. Soient a et y les coordonnées de m, rap- 
portées au plan qui joint ces trois corps et au centre de gravité du 
systéme; soient 2’ et y’ les coordonnées de m’, et x” et y’ celles de m’. 
La force qui sollicite m, parallelement a l’axe des a, sera 


TTP ae o') mT!" ae"), 


r étant la distance de mam’, etr’ étant la distance de mam’. La force 
qui sollicite m, parallélement a l’axe des y, sera 


mirr-) (y¥ eae. y') Sits mln (y yy, 


Pareillement la force dont m’ est animé, parallvlement a l’axe des a, 
est 


MR ae ams co) ate m! pln (a! — ae 


r’ étant la distance de m’ am’; la force qui le sollicite, parallélement & 
axe des y, sera 
mre} (y'—y) ofc ml ptn\( yl yl) 3 
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enfin la force qui sollicite m”, parallélement a l’axe des a, sera 
mri?! (gh — 2) + m' rt ( g" — a), 
et celle qui le sollicite, parallélement a l’axe des y, sera 
mrin—-*( yt — vy) + mi rin—-t( y" — y'), 


Maintenant, pour que la résultante des deux forces qui sollicitent m, 
parallélement aux axes des x et des y, passe par le centre de gravité 
du systéme, il est nécessaire que ces forces soient dans le rapport de a 
a y; on aura donc 


meh" p= aye mht ao oe Vz Ke, 


ETT Ay er Beer Pt yee yale 


K étant une quantité quelconque variable ou constante. Dans ce cas, 
la force qui sollicite m vers le centre de gravité du systeme sera 
K yx’? + y*. On aura pareillement, en considérant les forces dont m’ 


est animé, 
Meee Sry Pee Ny oa! ae ae, 
mrr-! CAS y) ane mi! pai (yt — y") & K'y’, 


ce qui donne K’ Va’? -+ y? pour la force qui sollicite 7m’ vers le centre 
de gravité du systeme. Pour que cette force soit 4 celle qui sollicite le 
corps m dans le rapport des distances des deux corps 4 ce centre, il 
faut que l’on ait K=K’; et, comme on doit appliquer le méme résultat 
aux forces dont le corps m” est animé, on aura les trois équations sul- 


vantes : 
| mr oe a mT op a ae Ke, 
(@) 


mre (g' = 2) + mr! (a! — a") = Ka’, 


m pln-t (a — DZ) aie m! pln Sb (2% — a! ) — Ka’. 


En changeant dans ces équations x, 2’, x” en y, y’, y’, on aura celles 
qui sont relatives a ces trois derniéres variables. 

Les équations précédentes, multipliées respectivement par m, m’, 
m’ et ajoutées ensemble, donnent 


ON eee Be mee 
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équation qui résulte pareillement de la nature du centre de gravite. 
Cette équation, combinée avec la premiere des équations (a), donne 


al mir (m+ om") rn —* |) + mila (rie) — pe *) =a Ke. 
En supposant done r= 7’, on aura 
K= (m+ m'+ m")r?—, 


Si ’on suppose, de plus, r= 7’, les deux derniéres des équations (a) 
donneront la méme expression de K; d’ou il suit que, dans la suppo- 
sition de r==r’=r", cette expression satisfait aux équations (a) et 
aux équations semblables en y, y’ et y’. 

Si, dans cette supposition, on nomme s, s’, s’ les distances respec- 
tives des corps m, m’, m”, au centre de gravité du systeme, les forces 
qui sollicitent ces corps vers ce point seront Ks, Ks’, Ks’; ainsi, en 
imprimant a ces trois corps des vitesses proportionnelles a s, s’, s’, et 
dont les directions soient également inclinées sur ces rayons, on aura, 
durant le mouvement, r=r’=r", c’est-a-dire que les trois corps for- 
ment toujours un triangle équilatéral par les droites qui les joignent; 
ils décriront des courbes parfaitement semblables autour de leur 
centre de gravité et autour les uns des autres. 

La force qui sollicite m étant égale a Ks, elle sera 


(m+ m'+ m")rr—ts; 


or ona 
(m+ m'+m")s 
es 


== : => 
fm! WO 1G) A Qe? 


ainsi l’expression de la force qui sollicite m vers le centre de gravité 
du systeme sera 
ise 
(m + m' + m")" (m+ m'm! + ml) F sn, 

Dans le cas de la nature oll n = — 2, cette force fera décrire une 
section conique; ainsi les trois corps décriront trois sections coniques 
semblables autour du centre de gravité du systéme, en formant con- 
stamment entre eux un triangle équilatéral, dont les cotés varieront 
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sans cesse et s’étendront méme a l’infini, si la section est une para- 
bole ou une hyperbole. 

Supposons maintenant que les trois quantités 7, 7’, r’ ne soient pas 
égales entre elles, que 7, par exemple, ne soit pas égale a 7’, et repre- 


nons l’équation 
apm! 7 += (m +m")! "| + ma! (ret — rs) = Ke, 
on aura une équation semblable entre y et y’, d’ou l’on tirera 
SA a a 


ainsi les deux corps m et m’ sont sur la méme droite que le centre de 
gravité du systeme, ce qui exige que les trois corps m, m’ et m’ soient 
sur une méme droite. Prenons, a un instant quelconque, cette droite 
pour l’axe des abscisses; supposons les corps rangés dans l’ordre m, 
m, m’, et que leur centre commun de gravité soit entre m et m’. Soit 


Cae, i = NRE 


les deux premiéres des équations (a) donneront 


K= 2"! [m' (1+ p)*+ m"(1+ 9)" ], 
ia Mate me hr vo) ecru (yp) re” (yan 
Soit 
V— a (1) eS 
nous aurons 
. Tie Vise (TSH Ci =s.); 
par conséquent 
pln 4m" (ee 2) | =m — ml 2P; 
mais |’équation 
o=ma+ m'a'+ mx" 
donne 
o=m—m'p—m"y, 
d’ou l’on tire 
m—-m"s 
me! +m" m3’ 


U. aes 
on aura done 


(m — m"z)[m' + m" (1+ 2)"] = [m! +m" (1+ 2)] (m— mts"). 
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Dans le cas de la nature ot m = — 2, cette équation devient 
o=ms[(i+s)—1] —m' (1+ 4)? (1— 3°) —m"[(1+- 3)8§ — 3°], 


équation du cinquiéme degré, et par conséquent susceptible d’une 
racine réelle; et comme, dans la supposition de s=o0, le second 
membre de cette équation est négatif, tandis qu’il est positif dans le 
cas de z infini, s a nécessairement une valeur réelle et positive. 

Si lon suppose que m soit le Soleil, m’ la Terre et m” la Lune, on 
aura a tres peu pres 


oul 
100 


ce qui donne z égal a ;4, environ. Donec si, al’ origine, la Terre et la Lune 
avaient été placées sur une méme droite avec le Soleil 4 des distances 
respectives de cet astre proportionnelles 4 1 et 8 1 + ;4;; si, de plus, 
on leur avait imprimé des vitesses paralléles et proportionnelles a ces 
distances, la Lune ett été sans cesse en opposition avec le Soleil; ces 
deux astres se seraient succédé l’un a l’autre sur horizon; et comme, 
a cette distance de la Terre, la Lune n’aurait point été éclipsée, sa 
lumiere ett, pendant les nuits, remplacé la lumiere du Soleil. 

Je dois observer que M. de la Grange a déja résolu ces problemes, 
dans le cas de trois corps et de n =— 2; mais j’ai cru que les Géo- 
métres verraient avec plaisir le principe général dont ces solutions 
dépendent, quels que soient le nombre des corps du systeme et la 


puissance de la distance suivant laquelle ils s’attirent. 


FIN DU TOME ONZIEME. 
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